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Ïîëîæåíèå äèñöèïëèíû â ñòðóêòóðå ó÷åáíûõ êóðñîâ.

Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà èçó÷àåòñÿ íà Ôàêóëüòåòå ìèðîâîé ïîëèòèêè (ÔÌÏ) â òå-
÷åíèå I ñåìåñòðà 2 êóðñà. Íà 1 êóðñå ìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû êàê îòäåëüíûé
ïðåäìåò íå èçó÷àþòñÿ. Êóðñ ¾Îñíîâû âûñøåé ìàòåìàòèêè¿ ïðèçâàí ñôîðìèðîâàòü
ó ñòóäåíòîâ êîìïåòåíöèþ â îáëàñòè âûñøåé ìàòåìàòèêè, ñïîñîáñòâîâàòü äàëüíåé-
øåìó ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ êàê îäíîãî èç âàæíåéøèõ ýëåìåíòîâ
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ, à òàêæå ïîäãîòîâèòü ñòóäåíòîâ ê âîñïðèÿòèþ è àíàëèçó áà-
çîâûõ ýëåìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ.

Ïðîãðàììà êóðñà ¾Îñíîâû âûñøåé ìàòåìàòèêè¿ ðàññ÷èòàíà íà îäíó ëåêöèþ â
2 íåäåëè è îäíî ñåìèíàðñêîå çàíÿòèå â íåäåëþ, ÷òî ñîñòàâëÿåò îêîëî 7-8 ëåêöèé è
13-14 çàíÿòèé â ñåìåñòð, à òàêæå çà÷¼òíóþ ðàáîòó.

Îñíîâíûìè òåìàìè êóðñà ÿâëÿþòñÿ:

1. Òåîðèÿ ÷èñåë è òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
2. Ôóíêöèè îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî: ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åí-

íîñòü, ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü.
3. Ôóíêöèè îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî: äèôôåðåíöèðóåìîñòü, ýêñòðå-

ìóìû; èññëåäîâàíèå ôóíêöèé ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäíîé.
4. Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë è åãî

ïðèëîæåíèÿ.
5. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
6. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.
7. Êðàòíûå èíòåãðàëû è ðÿäû.
8. Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî àíàëèçà. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â îáùåñòâåííûõ íàó-

êàõ.
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1 ËÅÊÖÈß: Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè ìíî-

æåñòâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë

¾Ãëàâíàÿ öåëü ðàñ÷¼òîâ � íå öèôðû, à ïîíèìàíèå¿.

Ðè÷àðä Õåììèíã, àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,

îñíîâîïîëîæíèê òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

I. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Êëàññèôèêàöèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (íà-
òóðàëüíûå, öåëûå, ðàöèîíàëüíûå, èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà). Ìîäóëü äåé-
ñòâèòåëüíîãî ÷èñëà è åãî ñâîéñòâà. Ñðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
(óïîðÿäî÷åííîñòü). Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä äåéñòâèòåëüíûìè
÷èñëàìè. Ïðèáëèæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè. Ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

II. Ìíîæåñòâî, ïîäìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, èíòåðâàë, ïîëóèíòåðâàë, ñåãìåíò, ïîëóïðÿìàÿ, δ-
îêðåñòíîñòü òî÷êè. Ïóñòîå ìíîæåñòâî. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè
(îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàçíîñòü, äîïîëíåíèå). Ïîíÿòèå âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ è ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâ (ìíîæåñòâà N è Q
ýêâèâàëåíòíû). Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà. Òî÷íûå
ãðàíè. Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà. Çàìêíóòûå è îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Ñ÷¼òíûå è íåñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà, ìíîæå-
ñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóì.

III. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îãðàíè÷åííûå (ñíèçó, ñâåðõó, ñ
äâóõ ñòîðîí) è íåîãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åäèí-
ñòâåííîñòü ïðåäåëà ó ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Àðèôìåòè÷å-
ñêèå îïåðàöèè íàä ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ. Ïðèíöèï äâóñòîðîííåé îãðàíè÷åííîñòè. Áåñ-
êîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõîäèìîñòü ìîíîòîí-
íîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. ×èñ-
ëî e. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðåäåëüíûå òî÷êè.
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1.1 Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

¾Âñ¼ ñóùåå åñòü ÷èñëî¿. Ïèôàãîð Ñàìîññêèé

Ïîíÿòèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ëåæèò â îñíîâå âñåé ìàòåìàòèêè.

Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áûëè çàëîæåíû âî âòîðîé ïîëîâèíå

XIX âåêà â ðàáîòàõ Ê. Âåéåðøòð�àññà, Ð. Äåäåê�èíäà, Ã. Ê�àíòîðà, Ý. Ã�åéíå, Ø. Ìåðý. Òàê,

â 1872 ãîäó áûëè îïóáëèêîâàíû îäíîâðåìåííî äâå ðàáîòû: òåîðèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé Ê�àíòîðà (äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåäåë ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë), òåîðèÿ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé Âåéåðøòð�àññà

(äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå áåñêîíå÷íîé äå-

ñÿòè÷íîé äðîáè). Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà òåîðèè, ïðåäëîæåííîé Âåéåðøòðàññîì è ïî-

ëó÷èâøåé â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå.

Íàòóðàëüíûå, öåëûå, ðàöèîíàëüíûå, èððàöèîíàëüíûå è
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Èç êóðñà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè èçâåñò-
íî, ÷òî íàòóðàëüíûìè íàçûâàþòñÿ ÷èñëà 1, 2, 3, .... Èõ áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî. Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ëàòèíñêîé áóêâîé
N (îò ëàò. naturalis � åñòåñòâåííûé). Åñëè íóæíî çàïèñàòü, ÷òî íåêî-
òîðîå ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì, òî èñïîëüçóþò êâàíòîð (çíàê)
ïðèíàäëåæíîñòè ∈ è ïèøóò: n ∈ N.

Åñëè êî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äîáàâèòü ÷èñëî 0 (íóëü), à
òàêæå ÷èñëà −1,−2,−3, ..., ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó íàòóðàëüíûì
÷èñëàì, òî ïîëó÷åííîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ìíîæåñòâîì
öåëûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àþò Z. Â ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòå-
ðàòóðå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ (öåëûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ) ÷èñåë èñïîëüçóþò òàêæå çàïèñü Z+. Äëÿ ìíîæåñòâà öåëûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âñòðåòèòü îáîçíà÷åíèÿ Z0, N0 èëè Z>0.

¾ß íå ñîãëàñåí ñ ìàòåìàòèêîé. Ñ÷èòàþ, ÷òî ñóììà íóëåé � ãðîçíàÿ öèôðà¿.

Ñòàíèñëàâ Åæè Ëåö (1909�1966) � ïîëüñêèé ïîýò,

ôèëîñîô, ïèñàòåëü-ñàòèðèê è àôîðèñò XX âåêà.

Ðàöèîíàëüíûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå îáûêíîâåí-

íîé äðîáè
p

q
, ãäå p � öåëîå ÷èñëî, à q � íàòóðàëüíîå. Íàïðèìåð, 0 =

0

1
,

−5 =
−5

1
, −2

3
� ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé Q.
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Äåëåíèåì ÷èñëèòåëÿ p íà çíàìåíàòåëü q îáûêíîâåííóþ äðîáü âñåãäà
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè1,

íàïðèìåð,
1

3
= 0, (3). Âåðíî è îáðàòíîå: ëþáóþ áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷-

íóþ äðîáü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè.

Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî îïðåäåëèòü èíà÷å, à èìåííî
êàê ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé
äðîáè. Íàïðèìåð, 1, 2(3), −0, 01(20) � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ëþáîå öå-
ëîå ÷èñëî, ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñ-
ëîì, òàê êàê åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè ñ íóëåâûì
ïåðèîäîì: 3 = 3, (0).

Ïîìèìî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå áåñêîíå÷íûõ
äåñÿòè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äðîáåé, ñóùåñòâóþò ÷èñëà, ïðåäñòàâèìûå
áåñêîíå÷íûìè äåñÿòè÷íûìè íåïåðèîäè÷åñêèìè äðîáÿìè. Èõ íàçûâà-
þò èððàöèîíàëüíûìè. Ïðèìåðû èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: 0, 1234567...,
π, e,

√
2, sin 1◦, log2 5, ãäå π = 3, 14159265358979323846..., e =

2, 71828182845904523536....
Ïðèâåä¼ì òåïåðü îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíîãî (èëè âåùåñòâåííî-

ãî) ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âè-
äå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè ±a0, a1a2...an..., ãäå ñèìâîëû +
èëè − íàçûâàþòñÿ çíàêîì ÷èñëà, a0 � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,
a1, a2, . . . an, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåñÿòè÷íûõ öèôð, ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèÿ 0; 1; . . . ; 9. ×èñëî íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè åìó ïðè-
ïèñàí çíàê ïëþñ (+), è îòðèöàòåëüíûì, åñëè ìèíóñ (−). Íàïðèìåð,
−5, 000..., 0, 000..., 0, 12345..., 12, 4010101... � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Â
ýòîì îïðåäåëåíèè íå óòî÷íÿåòñÿ � ïåðèîäè÷åñêîé èëè íåïåðèîäè÷åñêîé
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü, îíà ìîæåò áûòü è òîé, è
äðóãîé.

Åñëè îáúåäèíèòü ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî èððà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî áóäåò ìíîæåñòâîì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå îáîçíà÷àþò R (îò ëàò. realis � äåéñòâè-
òåëüíûé). Çàïèñü x ∈ R\Q îçíà÷àåò, ÷òî x � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êîòîðûå îáîáùàþò ïîíÿòèå äåéñòâè-
òåëüíîãî ÷èñëà. Â äàííîì êóðñå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â îñíîâíîì,
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

1Åñëè ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðàçðÿäà, öèôðû íà÷èíàþò ïîâòîðÿòüñÿ,
òî ïîâòîðÿþùóþñÿ ãðóïïó öèôð íàçûâàþò ïåðèîäîì, à ñàìó äåñÿòè÷íóþ äðîáü � ïåðèîäè÷åñêîé.
Ïåðèîä ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â ñêîáêàõ, íàïðèìåð 3, 0121212... = 3, 0(12).
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Òàêèì îáðàçîì, âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ðàöè-
îíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå. Ïðè ýòîì ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå
è ÷àñòíîå äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëà-
ìè. Ñóììà (ðàçíîñòü) ðàöèîíàëüíîãî è èððàöèîíàëüíîãî ÷èñåë åñòü èð-
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíîãî è èððàöèîíàëüíîãî
÷èñåë âñåãäà èððàöèîíàëüíî, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
0 óìíîæàåòñÿ íà èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî (òîãäà â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
íóëü � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî).

Ïðàâèëà ïåðåâîäà. Ïîñêîëüêó ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ (êàê îáûêíîâåííóþ äðîáü è êàê äåñÿòè÷íóþ ïåðèîäè÷åñ-
êó äðîáü), òî ñóùåñòâóþò ïðàâèëà ïåðåâîäà ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà èç âèäà îáûêíîâåííîé
äðîáè ê âèäó äåñÿòè÷íîé äðîáè è íàîáîðîò. Òàê, â êóðñå ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè äî-
êàçûâàåòñÿ ïðàâèëî ïåðåâîäà ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, çàïèñàííîãî ïåðèîäè÷åñêîé äðîáüþ
x = a0, a1a2...ak(ak+1...ak+m), ê âèäó îáûêíîâåííîé äðîáè:

x =
a0a1...ak+m − a0a1...ak

99...9︸ ︷︷ ︸
m

00...0︸ ︷︷ ︸
k

,

íàïðèìåð:

5, 01(307) =
501307− 501

99900
=

500806

99900
, 0, 1(4600) =

14600− 1

99990
, 2, (19) =

219− 2

99
.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû ïåðåâîäà. Íàïðèìåð, îáîçíà÷èì ïåðåâîäèìóþ äåñÿòè÷-

íóþ äðîáü ÷åðåç x: x = 5, 01(307), óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà ñòî: 100x = 501, (307). Çàòåì

óìíîæèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà òûñÿ÷ó: 100000x = 501307, (307) è âû÷òåì èç âòîðîãî

ðàâåíñòâà ïåðâîå, ïðè ýòîì îäèíàêîâûå ïåðèîäû ñîêðàòÿòñÿ: 99900x = 500806. Îñòàëîñü

ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà 99900, è ïðèõîäèì ê òîìó æå ðåçóëüòàòó,

÷òî è âûøå.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé
ñ íóëåâûì ïåðèîäîì ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà çàïèñè ñ ïåðè-
îäîì, ñîñòîÿùåì èç äåâÿòîê. Íàïðèìåð, 4, 1(9) = 4, 2(0) èëè 1, (9) =
2, (0), ÷òî íåñëîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííîå âûøå ïðàâèëî
ïåðåâîäà.

Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà åãî ìîäóëü (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|x| =


x, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0,

−x, åñëè x < 0.
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Íàïðèìåð, |3| = 3, | − 5| = 5.
Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ. Ïðè âñåõ x, y ∈ R ñïðàâåäëè-

âû ñîîòíîøåíèÿ:

1. |x| = | − x|; 2. 2n
√
x2n = |x| (n ∈ N), íî 2n+1

√
x2n+1 = x;

3. |x|2 = x2; 4. |xy| = |x||y|;

5.

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ =
|x|
|y|

(y 6= 0); 6. |x| = max(x;−x); 7. x = |x| · sgnx,

ãäå max(a, b) îçíà÷àåò íàèáîëüøåå èç ÷èñåë a è b, à ôóíêöèÿ ¾ñèãíóì¿
(çíàê ÷èñëà), îòíîñÿùàÿñÿ ê íåýëåìåíòàðíûì, îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

sgnx =


+1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0,

−1, åñëè x < 0;

8. |x| ≥ x, ïðè÷¼ì |x| = x ⇔ x ≥ 0;
|x| ≥ −x, ïðè÷¼ì |x| = −x ⇔ x ≤ 0.

9. |x− y| ≥ ||x| − |y||, ïðè÷¼ì |x− y| = ||x| − |y|| ⇔ xy ≥ 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîçâåä¼ì íåðàâåíñòâî â êâàäðàò:

(x− y)2 ≥ (|x| − |y|)2 ⇔ x2 − 2xy + y2 ≥ x2 − 2|x||y|+ y2

⇔ |xy| ≥ xy,
÷òî âåðíî ïðè âñåõ x, y ∈ R. Ïðè ýòîì âñå ýòè íåðàâåíñòâà îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â

ðàâåíñòâî ïðè xy ≥ 0. �

10. Íåðàâåíñòâî î ñóììå âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë. Äëÿ ëþáîãî
a ∈ R\{0} (ò.å. a 6= 0) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

∣∣a+ 1
a

∣∣ ≥ 2, êîòîðîå
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè |a| = 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ëþáîì ïî-
ëîæèòåëüíîì a âûïîëíÿåòñÿ a+ 1

a ≥ 2, êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî
òîëüêî ïðè a = 1.

11. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R
|x+ y| ≤ |x|+ |y|, ïðè÷¼ì |x+ y| = |x|+ |y| ⇔ xy ≥ 0.

12. Íåðàâåíñòâî ìíîãîóãîëüíèêà, èëè îáîáù¼ííîå íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ xi, i = 1, n (n ∈ N, n ≥ 2),
ìîäóëü ñóììû ýòèõ ÷èñåë íå ïðåâûøàåò ñóììû èõ ìîäóëåé:

|x1 + x2 + ...+ xn| ≤ |x1|+ |x2|+ ...+ |xn|, èëè

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|xi|,
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ïðè÷¼ì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà âñå xi èìåþò îäèí çíàê (âñå íåîòðèöàòåëüíû èëè, íàîáîðîò, âñå
íåïîëîæèòåëüíû).

Ñðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë óïîðÿäî÷åíî, ò.å. ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ÷èñëàìè ìîæíî ïîñòàâèòü
îäèí è òîëüêî îäèí èç çíàêîâ =, <, >. Ñðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
â ôîðìå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé ïðîèçâîäèòñÿ ïîðàçðÿäíî.1

Íàïðèìåð, ïóñòü äàíû äâà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà a = +a0, a1a2...an...
è b = +b0, b1b2...bn.... Åñëè a0 < b0, òî a < b; åñëè a0 > b0, òî a > b. Â
ñëó÷àå ðàâåíñòâà a0 = b0 ïåðåõîäÿò ê ñðàâíåíèþ ñëåäóþùåãî ðàçðÿäà,
è òàê äàëåå. Åñëè ðàâåíñòâà ak = bk âûïîëíÿþòñÿ ñðàçó äëÿ âñåõ k =
0, 1, 2, ..., òî ÷èñëà a è b ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè. Åñëè ïîñëå êîíå÷íîãî
÷èñëà øàãîâ âñòðåòèòñÿ ïåðâûé ðàçðÿä n òàêîé, ÷òî an 6= bn, òî a 6= b.
Åñëè ïðè ýòîì an < bn, òî a < b, à åñëè an > bn, òî a > b.

Âñÿêîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ïî îïðåäåëåíèþ ìåíüøå íóëÿ, à íóëü
ìåíüøå ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà. Äëÿ äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
a è b ìåíüøèì ñ÷èòàåòñÿ òî, ó êîòîðîãî áîëüøå ìîäóëü.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.
Ñóììîé äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå a + b, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
α1, α2, β1, β2, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì α1 ≤ a ≤ α2, β1 ≤ b ≤ β2,
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà α1+β1 ≤ a+b ≤ α2+β2. Ðàçíîñòüþ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå
a− b, òàêîå, ÷òî ñóììà b è a− b ðàâíà a.

Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b íà-
çûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå a·b, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α1, α2, β1, β2, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâàì α1 ≤ a ≤ α2, β1 ≤ b ≤ β2, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
α1 · β1 ≤ a · b ≤ α2 · β2. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è b ðàâíî íó-
ëþ, òî ïîëàãàþò a · b = 0. Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî ïîëàãàþò
a · b = |a| · |b|. Íàêîíåö, åñëè ÷èñëà a è b ðàçíûõ çíàêîâ, òî ïî îïðåäå-
ëåíèþ ñ÷èòàþò, ÷òî a · b = −|a| · |b|.

1Íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû çàïèñè ÷èñåë ñ íóëåâûì ïåðèîäîì:
a0, a1a2 . . . an(9) = a0, a1a2 . . . an + 10−n, íàïðèìåð, 4, (9) = 5, (0). Ïîýòîìó, åñëè çàïèñü îäíîãî èç
ñðàâíèâàåìûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðàçðÿäà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ äåñÿòè÷-
íóþ äðîáü, ó êîòîðîé â ïåðèîäå ñòîèò 9, òî åå ïðåäâàðèòåëüíî áóäåì çàìåíÿòü íà ýêâèâàëåíòíóþ
çàïèñü ñ íóëåì â ïåðèîäå.
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Ïóñòü b 6= 0. Íàçîâ¼ì ÷èñëî b−1 îáðàòíûì ê ÷èñëó b, åñëè b · b−1 = 1.
Òîãäà îïåðàöèþ äåëåíèÿ a íà b ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðîèçâåäåíèå a
è b−1.

Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñóììû, ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî ëþ-
áûõ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèáëèæåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ðàöèîíàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè. Ðàññìîòðèì âàæíåéøèå ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îá-
ðàçíî ãîâîðÿ, íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ðàñïîëàãàþòñÿ
¾âïåðåìåøêó¿ ñ èððàöèîíàëüíûìè, ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî èððàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë â èçâåñòíîì ñìûñëå ¾ïëîòíåå¿ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ.
Âîçíèêàåò çàêîíîìåðíûé âîïðîñ, íàñêîëüêî ÷àñòî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé
ïîïàäàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà, è ìîæíî ëè îäíè
÷èñëà ïðèáëèçèòü äðóãèìè. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàþò òðè ëåììû.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a è ïðîèçâîëüíîãî ïî-
ëîæèòåëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ ïàðà ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë q1 è q2, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ìåíåå, ÷åì íà ε è òàêèõ, ÷òî a
ëåæèò ìåæäó ýòèìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè:1

∀a ∈ R ∀ε ∈ Q+ ∃q1, q2 ∈ Q : (q1 ≤ a ≤ q2) ∧ (q2 − q1 < ε).

Ýòà ëåììà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ìîæíî ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ ñ äâóõ ñòîðîí ïðèáëèçèòü ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ëåììà 2.Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñ-
ëàìè ñîäåðæèòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî:

∀a, b ∈ R : a 6= b ∃q ∈ Q : a < q < b.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè
äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè ñîäåðæèòñÿ èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó äâóìÿ íåðàâíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà-
õîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî êàê ðàöèîíàëüíûõ, òàê è èððàöèîíàëüíûõ
÷èñåë.

Ëåììà 3. Ïóñòü a è b � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðèáëè-
æåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ðàöèîíàëüíûìè, îïèñàííîå â ëåììå 1,

1Çäåñü êâàíòîð âñåîáùíîñòè ∀ çàìåíÿåò ñëîâà ¾ëþáîé, äëÿ ëþáîãî¿, êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃
çàìåíÿåò ñëîâà ¾ñóùåñòâóåò, íàéä¼òñÿ¿; êâàíòîð ∧ îçíà÷àåò ëîãè÷åñêîå ¾è¿.
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îïðåäåëÿåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

(∀ε ∈ Q+ ∃q1, q2 ∈ Q : (q1 ≤ a ≤ q2) ∧ (q1 ≤ b ≤ q2) ∧ (q2 − q1 < ε))

⇒ a = b

Âñå òðè ëåììû àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷-
íûõ òåîðåì, ñâÿçàííûõ ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Íàãëÿäíî ïî-
íÿòèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïðè ïîìîùè ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé. Åñëè íà ïðÿìîé âûáðàòü íàïðàâëåíèå, íà÷àëüíóþ òî÷êó
îòñ÷¼òà è åäèíèöó äëèíû äëÿ èçìåðåíèÿ îòðåçêîâ, òî êàæäîìó äåéñòâè-
òåëüíîìó ÷èñëó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåë¼ííóþ òî÷êó
íà ýòîé ïðÿìîé, è îáðàòíî, êàæäàÿ òî÷êà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü íåêîòî-
ðîå, è ïðèòîì òîëüêî îäíî, âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Âñëåäñòâèå ýòîãî ñîîò-
âåòñòâèÿ òåðìèí ¾÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ¿ îáû÷íî óïîòðåáëÿåòñÿ â êà÷åñòâå
ñèíîíèìà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Çàãëÿäûâàÿ âïåð¼ä, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà âîç-
íèêëè â ïðîöåññå îáûêíîâåííîãî ñ÷¼òà, ðàöèîíàëüíûå � èç ïîòðåáíîñòè
îïåðèðîâàòü ÷àñòÿìè öåëîãî, òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ èçìåðåíèÿ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí.

1.2 Ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

¾Çàãîâîðè, ÷òîáû ÿ òåáÿ óâèäåë¿.

Ñîêðàò (470 ã. äî í. ý. � 399 ã. äî í. ý.) � äðåâíåãðå÷åñêèé ôèëîñîô.

Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî � îäíî èç êëþ÷åâûõ
ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè ìíîæåñòâ è ëîãèêè.1 Ìíîæå-
ñòâî � ýòî íàáîð, ñîâîêóïíîñòü, ñîáðàíèå êàêèõ-ëèáî îáúåêòîâ, íàçûâàå-
ìûõ åãî ýëåìåíòàìè, îáëàäàþùèõ îáùèì äëÿ âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ñâîéñòâîì. Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïðèíèìàåòñÿ çà îñíîâíîå (àêñèîìàòè÷å-
ñêîå), ò.å. íå ñâîäèìîå ê äðóãèì ïîíÿòèÿì. Åñëè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, òî ìíîæåñòâî íàçûâàþò ÷èñëîâûì.

Îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè. Îñíîâíîå îòíîøåíèå ìåæäó
ýëåìåíòîì a è ñîäåðæàùèì åãî ìíîæåñòâîì A � ýòî ïðèíàäëåæíîñòü

1"Ïîä ìíîæåñòâîì ìû ïîíèìàåì îáúåäèíåíèå â îäíî öåëîå îïðåäåëåííûõ, âïîëíå ðàçëè÷è-
ìûõ îáúåêòîâ íàøåé èíòóèöèè èëè íàøåé ìûñëè" (Ãåîðã Êàíòîð). "Ìíîæåñòâî åñòü ñîâîêóï-
íîñòü ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìûñëèìàÿ êàê åäèíîå öåëîå" (Áåðòðàí Ðàññåëë).
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ýëåìåíòà ìíîæåñòâó, îáîçíà÷àåòñÿ: a ∈ A (a ïðèíàäëåæèò A, èëè A
ñîäåðæèò a). Åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ïèøóò
a /∈ A (a íå ïðèíàäëåæèò A, A íå ñîäåðæèò a).

Äâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, ò.å. åñëè êàæäûé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò B è, îáðàòíî, êàæäûé ýëåìåíò B ïðèíàä-
ëåæèò A. Òîãäà ïèøóò A = B. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ åãî ýëåìåíòàìè è íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà çàïèñè ýòèõ ýëå-
ìåíòîâ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî èç òð¼õ ýëåìåíòîâ a, b, c äîïóñêàåò øåñòü
âèäîâ çàïèñè: {a, b, c} = {a, c, b} = {b, a, c} = {b, c, a} = {c, a, b} =
{c, b, a}. Èç ñîîáðàæåíèé ôîðìàëüíîãî óäîáñòâà ââîäÿò ïóñòîå ìíî-
æåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà. Åãî îáîçíà÷àþò Ø.

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A âõîäèò âî ìíîæåñòâî B, òî A
íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B. Ïèøóò A ⊆ B, B ⊇ A (A âõîäèò â
B, èëè A ñîäåðæèòñÿ â B, B ñîäåðæèò A). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A ⊆ B

è B ⊆ A, òî A = B. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A âõîäèò â B, íî ìíîæåñòâî B
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò, íå âõîäÿùèé â A, ò.å. åñëè A ⊆ B è
A 6= B, òî A íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì (ñòðîãèì) ïîäìíîæåñòâîì B. Â
ýòîì ñëó÷àå ïèøóò A ⊂ B, B ⊃ A (⊂,⊃ � çíàêè ñòîðîãîãî âêëþ÷åíèÿ).
Íàïðèìåð, N ⊂ Z ⊂ R.
Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

Ïåðåñå÷åíèå: A∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B} � ýòî ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùåå â ñåáå òå è òîëüêî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäíîâðåìåííî
è ìíîæåñòâó A, è ìíîæåñòâó B.

Îáúåäèíåíèå: A ∪ B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B} � ýòî ìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå â ñåáå òå è òîëüêî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû
îäíîìó èç èñõîäíûõ ìíîæåñòâ. Åñëè ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ:
A ∩B = ∅, òî èõ îáúåäèíåíèå îáîçíà÷àþò òàêæå A+B = A ∪B.

Ðàçíîñòü: A \ B = A ∩ B = {x | x ∈ A ∧ x /∈ B} � ýòî ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç òåõ ýëåìåíòîâ A, êîòîðûå íå âõîäÿò â B.

Äîïîëíåíèå. Ïóñòü A ⊂ B. Ìíîæåñòâî A, îïðåäåëÿåìîå èç ñîîòíî-
øåíèÿ A = B \A, íàçûâàþò äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A (äî ìíîæåñòâà
B). Èíûìè ñëîâàìè, äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A äî ìíîæåñòâà B � ýòî
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ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B, íå ïðèíàäëåæàùèå
ìíîæåñòâó A.

Äåêàðòîâî (ïðÿìîå), ïðîèçâåäåíèå: A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.
Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Ñ÷¼òíûå è íåñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà � ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà, êîòîðîå èìååò ñìûñë äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ, âêëþ÷àÿ áåñêî-
íå÷íûå. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |A|.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà, íàì ïîíà-
äîáèòñÿ ïîíÿòèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè
äâóõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæ-
äó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå, îáëàäàþùåå ñëåäóþ-
ùèìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè: 1) êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà A ñîîòâåò-
ñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà B; 2) äâóì ðàçëè÷íûì
ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà A ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ìíîæå-
ñòâà B; 3) âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ñîîòâåòñòâóåò õîòÿ áû îäíîìó
ýëåìåíòó ìíîæåñòâà A.

Åñëè ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (áèåêöèþ), òî òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâ-
íîìîùíûìè (èëè ýêâèâàëåíòíûìè). Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ,
ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà íåðàçëè÷èìû.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ öåëûõ ÷èñåë E èìååò òàêóþ æå ìîùíîñòü,

÷òî è ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : E → Z òàê: f(x) =
x

2
. Ýòà

ôóíêöèÿ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè E è

Z, ïîýòîìó |E| = |Z|.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
ℵ0 ("àëåô-íóëü"). Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, åñëè åãî ìîù-
íîñòü ≥ ℵ0. Ñ÷¼òíûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíòíîå ìíîæå-
ñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæíî çà-
íóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Êàê äîêàçàë Ã. Êàíòîð, ìíîæåñòâî
âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë � ñ÷¼òíî, îäíàêî ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë � íåñ÷¼òíî. Òàêèì îáðàçîì, ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà � ýòî ¾ñàìûå
ìàëåíüêèå¿ èç áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ïðî ìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâó âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò ìîùíîñòü êîíòèíóóì (îò ëàò. continuum
� íåïðåðûâíîå), è ìîùíîñòü òàêèõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì c.
Íàïðèìåð, îòðåçîê [a, b] è èíòåðâàë (a, b) êîíòèíóàëüíû.
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Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâ.
1. Äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîñòîÿò

èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Òî åñòü äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîíÿòèå ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ ïðèâû÷íûì ïîíÿòèåì êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

2. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî.
3. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî.
4. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî.
5. Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, â îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ìîæåò

ñîâïàäàòü ñ ìîùíîñòüþ ñâîåãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà, íàïðèìåð |N| = |Z|. Áîëåå
òîãî, ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò ðàâíîìîùíîå ñîá-
ñòâåííîå (ò.å. íå ñîâïàäàþùåå ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì) ïîäìíîæåñòâî.

6. Óäàëåíèå èëè äîáàâëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ íå ìåíÿåò ìîùíîñòè áåñêîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà.

7. Òåîðåìà Êàíòîðà1 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå áîëåå ìîùíîãî ìíîæåñòâà äëÿ ëþáî-
ãî äàííîãî: ¾Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A (âêëþ÷àÿ ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
è ñàìî ìíîæåñòâî) ìîùíåå A.

8. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ñ÷¼òíî.
9. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà êîíòèíóàëüíî.
10. Ìîùíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ: |A×B| = |A| · |B|. Â ÷àñòíîñòè, ïðÿìîå ïðîèç-

âåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî.
11. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ñ ñàìèì ñîáîé ðàâíîìîùíî A.
12. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ìîùíîñòåé ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ â ïðî-

ñòåéøåì âèäå: |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà. Íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó
(ñíèçó), åñëè ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî M (ñîîòâåòñòâåííî, m)
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X ñïðàâåäëèâî x ≤ M (x ≥ m). ×èñëî M
íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ ìíîæåñòâà X.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî èìååò õîòÿ áû îäíó âåðõíþþ (íèæ-
íþþ) ãðàíü, òî îíî èìååò ñðàçó áåñêîíå÷íî ìíîãî âåðõíèõ (íèæíèõ)
ãðàíåé, ïîñêîëüêó ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå âåðõíåé ãðàíè (ìåíüøåå íèæ-
íåé ãðàíè) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ ìíîæåñòâà X.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = x2 îãðàíè÷åíî ñíèçó, òàê êàê ∀x ∈ R
èìååì x2 ≥ 0 (â êà÷åñòâå íèæíåé ãðàíè âûñòóïèëî m = 0), íî ïðè ýòîì îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè � íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî: D(y) = R.

Íåîãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ, èñïîëüçóÿ ïðè¼ì îòðèöàíèÿ, êàê

ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó. Ñôîðìóëèðóåì ýòî îïðåäåëåíèå â ðàç-

â¼ðíóòîì âèäå. Äëÿ ýòîãî â îïðåäåëåíèè îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà çàìåíèì ôîð-

ìàëüíî êâàíòîð ∀ (ëþáîé, âñÿêèé) íà êâàíòîð ∃ (ñóùåñòâóåò, íàéä¼òñÿ), è íàîáîðîò, êâàí-
1Ãåîðã Êàíòîð (1845�1918) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ, ñòàâøåé êðàå-

óãîëüíûì êàìíåì â ìàòåìàòèêå. Êàíòîð ââ¼ë ïîíÿòèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ è äîêàçàë, ÷òî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ¾áîëüøå¿, ÷åì íàòóðàëüíûõ.
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òîð ∃ çàìåíèì íà çíàê ∀; êðîìå òîãî, çíàê íåðàâåíñòâà ïîìåíÿåì íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïî-

ëó÷èì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: íåïóñòîå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñâåð-

õó, åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî) ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M íàéäåòñÿ ÷èñëî

x′ ∈ X, äëÿ êîòîðîãî x′ > M . Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà, íå

îãðàíè÷åííîãî ñíèçó: ìíîæåñòâî X íå îãðàíè÷åíî ñíèçó, åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî

áîëüøîãî) ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M íàéä¼òñÿ ÷èñëî x′ ∈ X, äëÿ êîòîðîãî x′ < −M .

Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì (ñ äâóõ ñòîðîí), åñ-
ëè îíî îãðàíè÷åíî êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëå-
íèå: ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå (ïîëîæèòåëüíîå)
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî M , ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âåðíî |x| ≤ M . Íà-
ïðèìåð, èíòåðâàë (a, b), îòðåçîê [a, b] , à òàêæå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
{1; 2; 8} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèìåðû îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ, à ïîëó-
ïðÿìàÿ (−∞, b) è ìíîæåñòâî öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë Z− ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâàìè, îãðàíè÷åííûìè ñâåðõó, íî íå îãðàíè÷åííûìè ñíèçó. Êàê
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâî íå îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó èëè íå îãðàíè÷åíî ñíèçó.

Òî÷íûå ãðàíè è èõ ñâîéñòâà. Íàçîâ¼ì ÷èñëî x ∈ X (x ∈ X)
íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X, åñëè ∀x ∈ X

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x ≤ x (x ≥ x). Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøèé
(íàèìåíüøèé) ýëåìåíò ìíîæåñòâàX, åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî âñåãäà ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó. Íàïðèìåð, íàèáîëüøèé ýëåìåíò ñåãìåíòà [a, b]
ðàâåí b, à íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâåí 1.
Îäíàêî íå âñå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà èìåþò íàèáîëüøèé èëè íàèìåíü-
øèé ýëåìåíòû. Íàïðèìåð, ïîëóèíòåðâàë [a, b) íå èìååò íàèáîëüøåãî
ýëåìåíòà.

Ââåä¼ì ïîíÿòèÿ òî÷íûõ ãðàíåé ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà, îáîáùàþùèõ
ïîíÿòèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü X � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíüþ, èëè ñóïðǻìóìîì (îò ëàò. suprémum � ñàìûé âûñîêèé)
ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ èç åãî âåðõíèõ ãðàíåé. Àíàëî-
ãè÷íî, òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ, èëè è́íôèìóìîì (îò ëàò. ínfimum �
ñàìûé íèçêèé) ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç åãî íèæíèõ
ãðàíåé. Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà X = {x ∈ Q | x2 < 2} ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, êâàäðàò êîòîðûõ ìåíüøå äâóõ, supX =

√
2 è inf X = −

√
2.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ íè÷åãî íå ãîâîðÿò î òîì, ïðèíàäëåæèò
ëè supX è inf X ìíîæåñòâó X èëè íåò. Â ñëó÷àå, êîãäà x = supX ∈ X,
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ãîâîðÿò, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì X (ñóïðåìóì äîñòèãà-
åòñÿ íà ýëåìåíòå x). Â ñëó÷àå x = inf X ∈ X ãîâîðÿò, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì X (èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ýëåìåíòå x).

Äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ñâåðõó (ñíèçó) ìíîæåñòâà X ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàþò supX = +∞ (inf X = −∞). Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò
íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ, òî÷íûå ãðàíè ñóùåñòâóþò ó
ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R.

Íàïðèìåð, inf[a, b] = a, inf(a, b) = a, supN = +∞. Äëÿ ìíîæåñòâà
X, ñîñòîÿùåãî èç ÷èñåë âèäà {2; 1

n}, ãäå n ∈ N, èìååì: inf X = 0 (íå
äîñòèãàåòñÿ), supX = 2 (äîñòèãàåòñÿ è ñîâïàäàåò ñ íàèáîëüøèì ýëå-
ìåíòîì).

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ òî÷íûõ ãðàíåé, ýêâèâàëåíòíûå ïðèâåäåííûì âûøå. Äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî x íàçûâàåòñÿ supX, åñëè:

1) x åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü X, ò.å. äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ X âåðíî x 6 x;
2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ x′ ∈ X òàêîé, ÷òî x′ > x−ε (ò.å. ê x ìîæíî ñêîëü óãîäíî

áëèçêî ¾ïîäîáðàòüñÿ¿ èç ìíîæåñòâà X, òî÷íàÿ ãðàíü ¾âïëîòíóþ¿ ïîäõîäèò ê X).
Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äëÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè. Äåé-

ñòâèòåëüíîå ÷èñëî x íàçûâàåòñÿ inf X, åñëè:
1) x åñòü íèæíÿÿ ãðàíü X, ò.å. äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ X âåðíî x > x;

2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ x′ ∈ X òàêîé, ÷òî x′ < x+ ε.

Íàêîíåö, ïðèâåä¼ì åùå äâà îïðåäåëåíèÿ òî÷íûõ ãðàíåé: äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x íà-
çûâàåòñÿ supX, åñëè:

1) ∀x ∈ X ⇒ x 6 x;
2) ∀x′ < x ∃x ∈ X ⇒ x > x′.
Àíàëîãè÷íî, äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x íàçûâàåòñÿ inf X, åñëè:
1) ∀x ∈ X ⇒ x > x;

2) ∀x′ > x ∃x ∈ X ⇒ x < x′.

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Íàçîâ¼ì îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 íà ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé ëþáîé èíòåðâàë ýòîé ïðÿìîé ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå. Íàïðèìåð, èíòåðâàë
(x0 − δ, x0 + δ) íàçûâàåòñÿ δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0, à òîò æå èíòåðâàë ñ âûêîëîòûì
öåíòðîì (ò.å. áåç òî÷êè x0) � ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0.

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé (òî÷êîé ñãóùåíèÿ) ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþ-
áîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå åù¼ îäíà òî÷êà ìíîæåñòâàX, îòëè÷íàÿ
îò òî÷êè x0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè âñåãäà ñîäåð-
æèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà X. Ïðè ýòîì ñàìà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìîæåò
êàê ïðèíàäëåæàòü, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó X. Òî÷êà x0, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X. Íàçîâ¼ì
òî÷êó x0 âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X âìåñòå
ñ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé å¼ îêðåñòíîñòüþ.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Åñëè ìíîæåñòâî íå èìååò íè îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè, òî åãî òîæå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü çà-
ìêíóòûì. Ïðèìåð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà � îòðåçîê [a, b]. Êðîìå ñâîèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê,
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìîæåò òàêæå ñîäåðæàòü èçîëèðîâàííûå òî÷êè. Ìíîæåñòâî íàçûâà-
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åòñÿ îòêðûòûì, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî âíóòðåííåé. Ïðèìåð îêðûòîãî
ìíîæåñòâà � èíòåðâàë (a, b).

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé å¼ îêðåñòíîñòè åñòü
êàê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó, òàê è òî÷êè, åìó íå ïðèíàäëåæàùèå. Ìíîæåñòâî
âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê äàííîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþò åãî ãðàíèöó. Âíåøíèå òî÷êè � ýòî
òå, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè âíóòðåííèìè, íè ãðàíè÷íûìè. Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ãðàíè÷-
íîé òî÷êè, ìîæíî îïðåäåëèòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî êàê ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ñâîè
ãðàíè÷íûå òî÷êè.

Âûïóêëîå ìíîæåñòâî (íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, à òàêæå íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå)

� ýòî ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàðÿäó ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè A è B ñîäåðæèò òàêæå âåñü

îòðåçîê AB. Ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ: îòðåçîê, ïðÿìàÿ, êðóã, ïëîñêîñòü. Îäíàêî,

íàïðèìåð, îêðóæíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

1.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

¾Â ñî÷åòàíèè öèôð åñòü áåçóñëîâíàÿ ìàãèÿ, íå ÷óâñòâóþò åå

ëèøü ëþäè, íà÷èñòî ëèøåííûå âîîáðàæåíèÿ.¿.

Áîðèñ Àêóíèí. Âåñü ìèð òåàòð.

Â ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå óæå âñòðå÷àëèñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â
âèäå àðèôìåòè÷åñêèõ è ãåîìåðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé è èçó÷àëèñü èõ ñâîé-
ñòâà. Îáîáùèì ýòè ïîíÿòèÿ.

Ïîíÿòèå (áåñêîíå÷íîé) ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè
êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî xn, òî ïîëó÷åííîå (ñ÷¼òíîå) ìíîæåñòâî ÷èñåë
{x1, x2, . . . , xn, . . . } áóäåò íàçûâàòüñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è
îáîçíà÷àòüñÿ {xn}+∞

n=1 èëè ïðîñòî {xn}.1 Ïðè ýòîì ÷èñëà xn íàçûâàþòñÿ
÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòî çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè èõ îáùåãî ÷ëåíà,
íàïðèìåð, xn = n2, yn = 1

n , zn = sinn, un = 5n + 2, pn = (−1)n (n ∈ N)
è ò.ä.

Ôàêòè÷åñêè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî ìíîæåñòâî çàíóìåðîâàííûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó íà íèõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ìíîæåñòâ.

Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî M (m), ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N

1Â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü òåðìèí ¾÷èñëîâàÿ¿, âåçäå ïîíèìàÿ ïîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(åñëè íå îãîâîðåíî èíîå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî xn ≤ M (xn ≥ m). ×èñëà M è m íàçûâàþò-
ñÿ â ýòîì ñëó÷àå âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
√
n (n ∈ N) îãðàíè÷åíà ñíèçó, ïîñêîëüêó

√
n ≥ 0

∀n ∈ N. ×èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå îäíîé èç íèæíèõ ãðàíåé (ëþáîå ÷èñëî, ìåíüøåå

0, íàïðèìåð (−1), òàêæå áóäåò íèæíåé ãðàíüþ). Ïðè ýòîì ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå

îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñ äâóõ ñòîðîí,
èëè ïðîñòî îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó, ò.å.
åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà m è M , ÷òî äëÿ âñåõ
n ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî m ≤ xn ≤M .

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = cosn (n ∈ N) îãðàíè÷åíà êàê ñíèçó, òàê è ñâåðõó,

ïîñêîëüêó −1 ≤ cosn ≤ 1 ∀n ∈ N.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè â ýêâèâàëåíòíîì âèäå: {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî A ∈ R òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|xn| ≤ A. Èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñèìâîëèêó, ïîñëåäíåå îïðåäåëå-
íèå çàïèñûâàåòñÿ êðàòêî:

{xn} − îãðàíè÷åíà
def⇔ ∃A ∈ R : ∀n ∈ N ⇒ |xn| ≤ A,

ãäå äâîåòî÷èå çàìåíÿåò ñëîâà ¾òàêîå, ÷òî¿.

Åñëè òåïåðü ìû çàìåíèì â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè êâàíòîð âñåîáù-
íîñòè (∀) êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ (∃) è íàîáîðîò, è ïîìåíÿåì çíàê â
íåðàâåíñòâå íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî ïîëó÷èì îòðèöàíèå îïðåäåëåíèÿ,
ò.å. îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åí-
íîé. À èìåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé,
åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà A íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíûé íî-
ìåð N òàêîé, ÷òî |xN | > A:

{xn} − íå îãðàíè÷åíà
def⇔ ∀A ∈ R ∃N = N(A) ∈ N ⇒ |xN | > A.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = n2 íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òàê êàê äëÿ ëþáîãî

(ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî!) ÷èñëà A > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî |xN | = N2 > A. Äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü N >
√
A, íàïðèìåð, N = [

√
A] + 1, ãäå [

√
A] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

√
A.

Ââåä¼ì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ îïðåäåëåíèé.
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Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ðàñ-
ñìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn}. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn+yn} = {x1+y1, . . . , xn+yn, . . . } íàçûâàåòñÿ ñóììîé {xn} è {yn}; ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn−yn} = {x1−y1, . . . , xn−yn, . . . } � èõ ðàçíîñòüþ;
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn ·yn} = {x1 ·y1, . . . , xn ·yn, . . . } � ïðîèçâåäåíèåì;

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xn
yn

}
=
{
x1
y1
, . . . , xnyn , . . .

}
� ÷àñòíûì (åñëè yk 6= 0

ïðè âñåõ k ∈ N).
Íàïðèìåð, åñëè xn = (−1)n, à yn = 1/n, òî ÷àñòíûì ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn
yn

=
(−1)n

n
.

Áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè
äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî) ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà A íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N = N(A) (çàâèñÿùèé îò A), ÷òî äëÿ
ëþáîãî n ≥ N (ò.å. íà÷èíàÿ ñ ýòîãî íîìåðà) áóäåò âûïîëíåíî: |xn| > A.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = n4, yn = (−1)nn ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè.

Èíûìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé,
åñëè å¼ ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè (+∞, −∞, ∞), ñì. äàëåå ¾Ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ,
òî îíà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} = {0, 1, 0, 2, 0, 3, . . . } � íåîãðàíè÷åííàÿ, íî íå áåñ-
êîíå÷íî áîëüøàÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ íàòóðàëü-
íûé íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N áóäåò âûïîëíåíî:
|xn| < ε.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
1

lnn
(n = 2, 3, 4, ...) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, ïîñêîëü-

êó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N áóäåò

âûïîëíåíî:

∣∣∣∣ 1

lnn

∣∣∣∣ < ε. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî n, íà-

õîäèì ýòîò íîìåð: lnn >
1

ε
, ò.å. n > e

1
ε . Íàèìåíüøèì N(ε), óäîâëåòâîðÿþùèì ïîñëåäíåìó

íåðàâåíñòâó, áóäåò N = [e
1
ε ] + 1.
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Èíûìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñ-
ëè å¼ ïðåäåë ðàâåí íóëþ (ñì. äàëåå ¾Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿).

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1. Ñóììà {αn + βn}, ðàçíîñòü {αn − βn} äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αn} è {βn} òàêæå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Êàê ñëåäñòâèå, ñóììà ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

2. Ïðîèçâåäåíèå {xn ·αn} îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íà
áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðåäåë lim
n→+∞

sinn

n
. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sinn îãðàíè-

÷åíà (| sinn| ≤ 1), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1/n ñõîäèòñÿ ê 0, òî äàííûé ïðåäåë ðàâåí íóëþ.

3. Âñÿêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííîé.

4. Ïðîèçâåäåíèå {αn · βn} äâóõ (à çíà÷èò, ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà)
áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αn} è {βn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-
íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

5. Åñëè {yn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1/yn}, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ è αn 6= 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
íîìåðà n, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1/αn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé.
Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿùèåñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïð. 1. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn}, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî (ñêîëü óãîäíî ìàëî-
ãî!) ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûé íîìåð N = N(ε) (çàâèñÿùèé îò
ε) òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ ∀n ≥ N âûïîëÿåòñÿ óñëîâèå: |xn − a| < ε. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ñõîäÿùåéñÿ ê ÷èñëó
a. Îáîçíà÷åíèå: lim

n→+∞
xn = a, èëè xn→ a ïðè n → +∞. Åñëè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ðàñõîäèòñÿ.
Ïðèâåä¼ì åù¼ äâà îïðåäåëåíèÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ýê-

âèâàëåíòíûå ïðèâåä¼ííîìó âûøå.
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Îïð. 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè íàé-
ä¼òñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn − a}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Íåðàâåíñòâî |xn−a| < ε â Îïð. 1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:−ε < xn−
a < ε, èëè a− ε < xn < a+ ε. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ ê a, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíûé íîìåð N =
N(ε), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: xn ∈ (a− ε, a+ ε) ∀n ≥ N . Èíòåðâàë
(a − ε, a + ε) áóäåì íàçûâàòü ε−îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a è îáîçíà÷àòü
Bε(a).
Îïð. 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè íàé-

ä¼òñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî â ëþáîé ε−îêðåñòíîñòè òî÷êè
a ñîäåðæàòñÿ âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà (çàâèñÿùåãî, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ε).

Ïðèìåðû ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:{
1

n

}
→ 0,

{
2n+ 1

n

}
→ 2,

{
ln

(
1 +

1

n2

)}
→ 0, {an} → 0 ïðè |a| < 1,

{(
1 +

1

n

)n}
→ e,

{ n
2n

}
→ 0,

{
lnn

n

}
→ 0.

Ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèå
áåñêîíå÷íûé ïðåäåë, îòíîñÿò ê ðàñõîäÿùèìñÿ, êàê è òå, ó êîòîðûõ ïðå-
äåë íå ñóùåñòâóåò.

Îïð. 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñòðåìèòñÿ
ê +∞ (ñòðåìèòñÿ ê −∞) ïðè n → +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî äåéñòâè-
òåëüíîãî A > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , çàâèñÿùèé îò A, òàêîé, ÷òî xn > A
(xn < −A) ∀n ≥ N .

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
n→+∞

xn = +∞ (ñîîòâåòñòâåííî, lim
n→+∞

xn = −∞), èëè

xn→+∞ ïðè n→ +∞ (ñîîòâåòñòâåííî, xn→−∞ ïðè n→ +∞).

Îïð. 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè (áåç óêàçàíèÿ çíàêà) ïðè n → +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî
äåéñòâèòåëüíîãî A > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , çàâèñÿùèé îò A, òàêîé, ÷òî
ïðè âñåõ n ≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn| > A (ò.å. åñëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé).

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
n→+∞

xn =∞, èëè xn→∞ ïðè n→ +∞.
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Ïðèìåðû ðàñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: {−n} → −∞, {n3} → +∞, {ln 1
n} →

−∞, {2n} → +∞, {an} → ∞ ïðè |a| > 1, {(−1)nn} (áåñêîíå÷íûé ïðåäåë); {(−1)n}, {sinn}
(ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò).

Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò îäèí è òîëüêî îäèí ïðåäåë.
2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà.
3. Ïóñòü lim

n→+∞
xn = a, lim

n→+∞
yn = b. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñóììû

è ðàçíîñòè ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè÷¼ì lim
n→+∞

(xn ± yn) = a± b.
4. Ïóñòü lim

n→+∞
xn = a, lim

n→+∞
yn = b. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðîèç-

âåäåíèÿ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè÷¼ì lim
n→+∞

(xn · yn) = a · b.
5. Ïóñòü lim

n→+∞
xn = a, lim

n→+∞
yn = b, ïðè÷åì b 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïðåäåë ÷àñòíîãî ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè÷¼ì lim
n→+∞

xn
yn

=
a

b
.

6. Òåîðåìà (Î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì íåðàâåíñòâà).
Ïóñòü lim

n→+∞
xn = a è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêîâà, ÷òî xn ≥ b

(xn ≤ b) ïðè âñåõ n ≥ N äëÿ íåêîòîðûõ b ∈ R è N ∈ N. Òîãäà è ïðå-
äåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó a ≥ b

(ñîîòâåòñòâåííî, a ≤ b).
Çàìå÷àíèå. Èç òîãî, ÷òî xn > b ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, íå ñëåäóåò,

âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî lim
n→+∞

xn > b (à ëèøü lim
n→+∞

xn ≥ b). Íàïðèìåð,

1 + 1
n > 1, íî lim

n→+∞

(
1 + 1

n

)
= 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü {xn}, {yn} � ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûé íîìåð N òàêîé, ÷òî xn ≤ yn ∀n ≥ N . Òîãäà
lim

n→+∞
xn ≤ lim

n→+∞
yn.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = a. Åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

âåðíî, ÷òî xn ∈ [b, c], òî a ∈ [b, c].

7. (Ïðèíöèï äâóñòîðîííåé îãðàíè÷åííîñòè). Ïóñòü lim
n→+∞

xn =

lim
n→+∞

yn = a. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ íà-

òóðàëüíûõ n ≥ N âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî xn ≤ zn ≤ yn, òî
{zn} ñõîäèòñÿ è lim

n→+∞
zn = a.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, n ∈ N, ñõîäèòñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{yn} � ðàñõîäèòñÿ. ×òî ìîæíî óòâåðæäàòü î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

à) {xn + yn}; á) {xnyn}?
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Ðåøåíèå. à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn + yn} � ðàñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îíà
ñõîäèëàñü, òî ñõîäèëàñü áû è ðàçíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn + yn} è {xn}. Íî ýòî
íåâîçìîæíî, òàê êàê {(xn + yn)− xn} = {yn}, à {yn} � ðàñõîäèòñÿ.

á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnyn} ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. Íàïðèìåð,

{xn} = 1
n � ñõîäèòñÿ, {yn} = (−1)n � ðàñõîäèòñÿ, {xnyn} = (−1)n

n � ñõîäèòñÿ. Èëè {xn} = 1
n

� ñõîäèòñÿ, {yn} = (−1)nn � ðàñõîäèòñÿ, {xnyn} = (−1)n � ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü lim
n→∞

xn = 0 è {yn} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìîæíî ëè

óòâåðæäàòü, ÷òî lim
n→∞

xnyn = 0? Ïðèâåñòè ðàçëè÷íûå ïðèìåðû.

Ðåøåíèå. Åñëè {yn} èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî äà. Íàïðèìåð, {xn} = 1
n , {yn} = 2 + 1

n .
Åñëè {yn} → ±∞, òî {xnyn} ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. Íàïðèìåð,

{xnyn} ñõîäèòñÿ äëÿ {xn} = 1
n2 , {yn} = n è ðàñõîäèòñÿ äëÿ {xn} = 1

n , {yn} = n2.

Åñëè {yn} íå èìååò ïðåäåëà, òî {xnyn} ìîæåò è ñõîäèòüñÿ, è ðàñõîäèòüñÿ. Íàïðèìåð,

îíà ñõîäèòñÿ ïðè {xn} = 1
n , {yn} = (−1)n, è ðàñõîäèòñÿ ïðè {xn} = 1

n , {yn} = (−1)nn.

Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íà-
çûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé), åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî íîìåðà n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn ≤ xn+1 (xn ≥ xn+1). Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî íîìåðà n âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî xn < xn+1 (ñîîòâåòñòâåííî, xn > xn+1), òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé).

Âîçðàñòàþùèå, óáûâàþùèå, íåâîçðàñòàþùèå è íåóáûâàþùèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè, ïðè÷¼ì óáûâàþùèå è âîç-
ðàñòàþùèå � ñòðîãî ìîíîòîííûìè.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå óáûâàåò è îãðàíè÷åíà
ñâåðõó (íå âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó), òî îíà ñõîäèòñÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} =
{(

1 + 1
n

)n}
ÿâëÿåò-

ñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. Ïðåäåë ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè åñòü èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî e = 2, 718281828459045 . . . .
Ïðåäåë lim

n→+∞

(
1 + 1

n

)n
= e íàçûâàþò 2-ì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì.

Èçâåñòíà åù¼ îäíà ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà e:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · = lim

n→+∞

n∑
k=0

1

k!
.

Ïîíÿòèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü {xn} � ÷èñëîâàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, k1, k2, . . . , kn, . . . � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî
k1 < k2 < · · · < kn < . . . . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk1, xk2, . . . , xkn, . . .
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íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è îáî-
çíà÷àåòñÿ {xkn}.

Íàïðèìåð, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = (−1)n (n ∈ N) ìîæíî âûäåëèòü äâå ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè: ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè (n = 2k, k ∈ N, òîãäà x2k = 1) è ñ íå÷¼òíûìè

íîìåðàìè (n = 2k − 1, k ∈ N, òîãäà x2k−1 = −1).

Òåîðåìà 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a, òî
ëþáàÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkn} òàêæå ñõîäèòñÿ ê a.

Ñëåäñòâèå. Åñëè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ìîæíî âûäåëèòü äâå
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçíûì ïðåäåëàì, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ðàñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = (−1)n, n ∈ N. Ðàññìîò-
ðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x2k ÷ëåíîâ ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè x2k = 1 (k ∈ N), êîòîðàÿ,

î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ

íå÷¼òíûìè íîìåðàìè x2k−1 = −1, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëó (−1). Òàê êàê íà-

øëèñü äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðåäåëàì, òî ýòî ïðîòèâîðå-

÷èò òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xn � ðàñõîäèòñÿ.

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èãðàåò ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà 2 (Áîëüö�àíî�Âåéåðøòð�àññà). Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ñåìèíàðàõ.

Ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ íàè-
áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñèòóàöèè ñ òàê íàçûâàåìûìè ¾íåîïðå-
äåë¼ííîñòÿìè¿. Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà âèäà lim

n→+∞
f(n)
g(n) ìî-

æåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(n) è g(n) ÿâëÿþòñÿ â òî÷-
êå a áåñêîíå÷íî ìàëûìè (èëè, íàîáîðîò, áåñêîíå÷íî áîëüøèìè). Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èìåþò äåëî ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ âèäà 0

0 (èëè, ñîîò-
âåòñòâåííî, ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ ∞

∞). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà â ýòîì
ñëó÷àå íàäî, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû, ïðåîáðàçîâàòü äàííûé ïðå-
äåë ê âèäó, áîëåå óäîáíîìó äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ. Âû÷èñëèòü ïðåäåë â
ýòîé, ÷àñòî íåïðîñòîé, ñèòóàöèè íàçûâàåòñÿ ¾ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼í-
íîñòü¿.
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Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→+∞

7n+ 1

5n3 − 3n+ 2
.

Ðåøåíèå. Ïðîàíàëèçèðóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà. Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ
íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà ∞∞ , ïîñêîëüêó ïðè n → +∞ è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü äðîáè
ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòÿì. Íàéä¼ì ãëàâíûé ÷ëåí â ÷èñëèòåëå (ýòî 7n), â çíàìåíàòåëå
(ýòî 5n3, îí áûñòðåå äðóãèõ ñëàãàåìûõ â çíàìåíàòåëå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè) è âû-
íåñåì çà ñêîáêó â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ñîîòâåòñòâåííî, n è n3. Ïîñëå ýòîãî ñîêðàòèì
äðîáü íà îáùèé ìíîæèòåëü n:

lim
n→+∞

7n+ 1

5n3 − 3n+ 2
= lim

n→+∞

n(7 + 1
n)

n3(5− 3
n2 + 2

n3 )
= lim

n→+∞

7 + 1
n

n2(5− 3
n2 + 2

n3 )
.

Ïðîâåðèì, ñîõðàíèëàñü ëè íåîïðåäåë¼ííîñòü. Óñòðåìèâ n→ +∞, âèäèì, ÷òî òåïåðü ÷èñ-
ëèòåëü ñòðåìèòñÿ ê 7, à çíàìåíàòåëü, ïî-ïðåæíåìó, ê∞. Íåîïðåäåë¼ííîñòü ïðîïàëà, ïðå-
äåë ìîæíî âû÷èñëèòü, îí îêàçàëñÿ ðàâåí 0.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→+∞

n5 − 3n+ 7

3n3 − 2
.

Ðåøåíèå. Êàê è ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü ∞∞ , äëÿ ðàñêðûòèÿ
êîòîðîé ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà n3:

lim
n→+∞

n5 − 3n+ 7

3n3 − 2
= lim

n→+∞

n2 − 3
n2 + 7

n3

3− 2
n3

.

Ïîñêîëüêó ÷èñëèòåëü ñòðåìèòñÿ ê +∞, à çíàìåíàòåëü ê 3, òî ïðåäåë ðàâåí +∞.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→+∞

n4 + 27

3n4 − 2n3 + 5
.

Ðåøåíèå. ×òîáû ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼ííîñòü ∞∞ è âû÷èñëèòü ïðåäåë, ðàçäåëèì ÷èñëè-
òåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà n4:

lim
n→+∞

n4 + 27

3n4 − 2n3 + 5
= lim

n→+∞

1 + 27
n4

3− 2
n + 5

n4

.

Ïîñêîëüêó ÷èñëèòåëü ñòðåìèòñÿ ê 1, à çíàìåíàòåëü ê 3, òî ïðåäåë ðàâåí
1

3
.

Ñì. òàêæå î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ è èõ ïðåäåëàõ âèäåîóðîêÂàëåðèÿ
Èâàíîâè÷à Îïîéöåâà (ïñåâäîíèì: Áîññ, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð, ÈÏÓ
ÐÀÍ, Êàôåäðà ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÌÔÒÈ) íà åãî ñàéòå:

https://oschool.ru/lectures/h-mats/4k84bD7�
(Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëû).
Îá àâòîðå:
http://www.koob.ru/boss/
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2 ËÅÊÖÈß: Ôóíêöèè îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðå-

ìåííîé: îãðàíè÷åííîñòü, ìîíîòîííîñòü, ýêñòðå-

ìóìû, ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü

¾Ïðåäìåò ìàòåìàòèêè íàñòîëüêî ñåðüåçåí, ÷òî ïîëåçíî

íå óïóñòèòü ñëó÷àÿ ñäåëàòü åãî íåìíîãî çàíèìàòåëüíûì¿.

Á. Ïàñêàëü (1623�1662), ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê,

ìåõàíèê, ôèçèê, ëèòåðàòîð è ôèëîñîô.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

I. Ïîíÿòèå ôóíêöèè, ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîíÿòèå (îäíîçíà÷-
íîé) ôóíêöèè îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî. Îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ, îáëàñòü çíà÷åíèé, ãðàôèê. Îãðàíè÷åííûå (íåîãðàíè÷åííûå) ôóíê-
öèè, òî÷íûå ãðàíè. ×¼òíûå (íå÷¼òíûå) ôóíêöèè. Ìîíîòîííûå ôóíêöèè.
Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Âûïóêëûå ôóíêöèè, òî÷êè ïåðåãèáà. Îáðàò-
íàÿ ôóíêöèÿ. Ñâîéñòâà âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé. Ýêñòðåìóìû.

Äåêàðòîâà è ïîëÿðíàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. ßâíûé, íåÿâíûé, ïà-
ðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèè. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè
(âêëþ÷àÿ îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè).
Ïðèìåðû íåýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ôóíêöèÿ Äèðèõëå, ñèãíóì, öåëàÿ
è äðîáíàÿ ÷àñòè.)

II. Ïðåäåë ôóíêöèè. Ïðåäåë ôóíêöèè (ïî Êîøè è ïî Ãåéíå, èõ
ýêâèâàëåíòíîñòü), ãðàôè÷åñêèé ñìûñë ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ. Áåñêî-
íå÷íûé ïðåäåë (+∞,−∞,∞). Ïðåäåëû ïðè x → ±∞, x → ∞. Îä-
íîñòîðîííèå ïðåäåëû. Ðàâåíñòâî â òî÷êå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ êàê
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà â ýòîé òî÷-
êå. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ â çàäàííîé òî÷êå. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ. Áåñ-
êîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè, èõ ñðàâíåíèå (ïîíÿòèÿ
î-ìàëîãî, Î-áîëüøîãî). Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû. Ðàñêðûòèå íåîïðåäå-
ë¼ííîñòåé (êðîìå ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ è ôîðìóëû Òåéëîðà).

III. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå. Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé íà
èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíû-
ìè ôóíêöèÿìè. Ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé
ôóíêöèè. Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Êëàññèôèêàöèÿ
òî÷åê ðàçðûâà.
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2.1 Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé: îïðåäåëåíèå, îãðàíè÷åí-
íîñòü, ìîíîòîííîñòü, âûïóêëîñòü. ßâíûé, íåÿâíûé è ïà-
ðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîáû çàäàíèÿ

¾Ëó÷øèé ñïîñîá èçó÷èòü ÷òî-ëèáî � ýòî îòêðûòü ñàìîìó¿.

Ä. Ïîéà (1887�1985), âåíãåðñêèé, øâåéöàðñêèé è àìåðèêàíñêèé

ìàòåìàòèê, ïîïóëÿðèçàòîð íàóêè.

Ïîíÿòèå (îäíîçíà÷íîé) ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü
X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è êàæäîìó ÷èñëó x ∈ X
ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå ÷èñëî y ∈ R. Òîãäà ãîâîðÿò,
÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x). Ïðè ýòîì x íàçûâàåòñÿ
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé (èëè àðãóìåíòîì), y � çàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé, èëè çíà÷åíèåì ôóíêöèè â òî÷êå x. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îá-
ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, à ìíîæåñòâî Y = {y | y = f(x), x ∈ X}
� îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f îòîáðàæàåò
ìíîæåñòâî X íà ìíîæåñòâî Y , ïðè÷¼ì y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì x. Îáîçíà-
÷åíèå f : X → Y .

Ãðàôèêîì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè âèäà
(x, f(x)), ãäå x ∈ X.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé:

à) y = cos 2x, á) y = tg x, â) y = sgnx, ã) y = 1− x2, ä) y =

(
1

2

)x
.

Ðåøåíèå. à) D(f) = R, E(f) = [−1, 1], á) D(f) = R \ {π2 + πn}, E(f) = R, â) D(f) = R,
E(f) = {−1; 0; 1}; ã) D(f) = R, E(f) = (−∞, 1]; ä) D(f) = R, E(f) = (0,+∞).

Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ y =
f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó
(ñíèçó) íà ýòîì ìíîæåñòâå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M (ñîîòâåò-
ñòâåííî,m), ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) ≤M

(ñîîòâåòñòâåííî, f(x) ≥ m).Ïðè ýòîì ÷èñëî M (ñîîòâåòñòâåííî, m) íà-
çûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåé ãðàíüþ) ôóíêöèè
y = f(x) íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå.

Åñëè ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì M (ñîîòâåòñòâåííî, ñíè-
çó ÷èñëîì m), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåñü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïîëîæåí
íà ïëîñêîñòè Oxy íå âûøå ïðÿìîé y ≡ M (ñîîòâåòñòâåííî, íå íèæå
ïðÿìîé y ≡ m).
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Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x2, åñëè å¼ ðàññìàòðèâàòü íà âñ¼ì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë R, îãðàíè÷åíà ñíèçó (â êà÷åñòâå íèæíåé ãðàíè ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ÷èñëîm = 0

èëè ëþáîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî), íî íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííîé ñ äâóõ ñòîðîí (èëè ïðîñòî îãðàíè÷åííîé) íà ýòîì ìíîæåñòâå,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M , ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)| ≤M (ò.å. −M ≤ x ≤M). Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ò.å. åñëè ∀M > 0 ∃x ∈ X: |f(x)| > M , ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé íà X. Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè îçíà-
÷àåò îãðàíè÷åííîñòü å¼ îáëàñòè çíà÷åíèé.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sinx îãðàíè÷åíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ïîñêîëüêó | sinx| ≤ 1

ïðè âñåõ x ∈ R; ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = ax (a > 0, a 6= 1) îãðàíè÷åíà ñíèçó, ïîñêîëüêó

ax > 0 ïðè âñåõ x ∈ R, à ôóíêöèÿ y = x3 íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íè ñâåðõó, íè ñíèçó.

Òî÷íûå ãðàíè ôóíêöèè. Íàçîâ¼ì òî÷íîé âåðõíåé (ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî÷íîé íèæíåé) ãðàíüþ ôóíêöèè y = f(x), x ∈ X, òî÷íóþ âåðõ-
íþþ (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíþþ) ãðàíè ìíîæåñòâà å¼ çíà÷åíèé. Îáîçíà-
÷åíèÿ:

sup
x∈X

f(x), inf
x∈X

f(x).

Åñëè òî÷íûå ãðàíè äîñòèãàþòñÿ ïðè íåêîòîðûõ x ∈ X, òîãäà îíè íàçû-
âàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿìè ôóíê-
öèè.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè y = sinx òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ðàâíà 1, ïðè÷¼ì îíà äîñòè-

ãàåòñÿ â òî÷êàõ âèäà π
2 + 2πn, n ∈ Z. Ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ

ôóíêöèè, íî íèêàêîå ÷èñëî, ìåíüøåå 1, âåðõíåé ãðàíüþ óæå íå ÿâëÿåòñÿ. Ó ôóíêöèè

y = arctg x òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü òàêæå ñóùåñòâóåò è ðàâíà π
2 , îäíàêî íå äîñòèãàåòñÿ íè

ïðè êàêèõ x ∈ R.

×¼òíûå (íå÷¼òíûå) ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåë¼ííàÿ
íà ìíîæåñòâå X, ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0, íàçûâàåò-
ñÿ ÷¼òíîé (íå÷¼òíîé), åñëè ïðè âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
f(−x) = f(x) (ñîîòâåòñòâåííî, f(−x) = −f(x)). Ôóíêöèþ, íå ÿâëÿ-
þùóþñÿ íè ÷¼òíîé, íè íå÷¼òíîé (íà ìíîæåñòâå X), áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèåé îáùåãî âèäà.

Ãðàôèê ÷¼òíîé ôóíêöèè âñåãäà ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îð-
äèíàò, à íå÷¼òíîé � èìååò öåíòð ñèììåòðèè â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Ïðèìåðû ÷¼òíûõ ôóíêöèé: y = |x|, y = x2, y = 1/x4, y = cosx. Çàìå-
òèì, ÷òî ëþáàÿ ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ âèäà y = f(g(x)) áóäåò ÷¼òíîé, åñëè
¾âíóòðåííÿÿ¿ ôóíêöèÿ g(x) � ÷¼òíàÿ (ïðè ëþáîé ¾âíåøíåé¿ ôóíêöèè
y = f(g)). Íàïðèìåð, y = 3

√
cosx− 1 + 5 � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê

å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y = f(g(x)), ãäå f(g) = 3
√
g − 1 + 5, è

¾âíóòðåííÿÿ¿ ôóíêöèÿ g(x) = cos x � ÷¼òíàÿ.

Äîêàæåì ÷¼òíîñòü ôóíêöèè y(x) = 3
√

cosx− 1 + 5, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ÷¼òíîé

ôóíêöèè. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ R: y(−x) = 3
√

cos(−x)− 1+5 = 3
√

cosx− 1+5 =

y(x), ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé.

Ïðèìåðû íå÷¼òíûõ ôóíêöèé: y = x3, y = sin x, y = tg x, y = ctg x,
y = 5

√
x, à òàêæå ëþáàÿ ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ âèäà y = f(g(x)) áóäåò

íå÷¼òíîé, åñëè îáå ôóíêöèè y = f(g) è g = g(x) ÿâëÿþòñÿ íå÷¼òíûìè.
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = tg3 x � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàæåì òîò ôàêò, ÷òî y(x) = tg3 x � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèå

íå÷¼òíîé ôóíêöèè: ïðè âñåõ x 6= π/2 + πn (n ∈ Z) âåðíî òîæäåñòâî y(−x) = tg3(−x) =

− tg3 x = −y(x), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå
X, ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî x = 0, òî å¼ âñåãäà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü (ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðàçîì!) â âèäå ñóììû ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé
ôóíêöèé:

f(x) ≡ f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
,

ãäå ϕ(x) = f(x)+f(−x)
2 � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, à ψ(x) = f(x)−f(−x)

2 � íå÷¼òíàÿ
ôóíêöèÿ.

Íàïðèìåð, ïðåäñòàâèì õîðîøî èçâåñòíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ â âèäå ñóììû ÷¼ò-
íîé è íå÷¼òíîé ôóíêöèé (íà ìíîæåñòâå R):

ax2 + bx+ c ≡ (ax2 + bx+ c) + (a(−x)2 + b(−x) + c)

2
+

+
(ax2 + bx+ c)− (a(−x)2 + b(−x) + c)

2
= ax2 + c︸ ︷︷ ︸

ϕ(x)

+ bx︸︷︷︸
ψ(x)

.

Ìîíîòîííûå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòà-
þùåé (óáûâàþùåé) íà ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èç
íåðàâåíñòâà x1 < x2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(x1) < f(x2) (ñîîòâåòñòâåí-
íî, f(x1) > f(x2)).
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Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x3 +1 âîçðàñòàåò íà âñ¼ì ìíîæåñòâå R, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ
x1, x2 ∈ R òàêèõ, ÷òî x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) = x3

1 + 1 < x3
2 + 1 = f(x2).

Ôóíêöèÿ y = sinx âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [−π
2 ,

π
2 ] è óáûâàåò íà îòðåçêå [π2 ,

3π
2 ]; äðîáíî-

ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ y = 1/x óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ x ∈ (−∞, 0) è x ∈
(0,+∞).

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé (íåóáûâàþùåé) íà
ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èç íåðàâåíñòâà x1 < x2 ñëå-
äóåò íåðàâåíñòâî f(x1) ≥ f(x2) (ñîîòâåòñòâåííî, f(x1) ≤ f(x2)).

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ìíîæåñòâå X, åñ-
ëè áî́ëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà îíà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå áî́ëüøåå
(ñîîòâåòñòâåííî, ìǻíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Ïî àíàëîãèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå
ôóíêöèè íàçûâàþò (ñòðîãî) ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè. Èññëåäîâàòü
ôóíêöèþ íà ìîíîòîííîñòü îçíà÷àåò íàéòè ïðîìåæóòêè å¼ âîçðàñòàíèÿ
è óáûâàíèÿ. Íàðÿäó ñ óáûâàþùèìè è âîçðàñòàþùèìè, ê ìîíîòîííûì
îòíîñÿò íåóáûâàþùèå è íåâîçðàñòàþùèå ôóíêöèè.

Ïðèìåðû: y = x3, y =
√
x, y = 3

√
x � âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè; y = log0,1 x, y = −x3,

y = (1
3)x � óáûâàþùèå ôóíêöèè; y = [x] (öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, àíòüå) è y = sgnx (ñèãíóì,

çíàê ÷èñëà x) � íåóáûâàþùèå ôóíêöèè.

Êîíå÷íî, íå âñå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè íà ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ. Ñóùåñòâóþò íåìîíîòîííûå ôóíêöèè: y = x2, y = |x|,
y = sinx, y = {x} èëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ Äèðèõë�å:

D(x) =

{
1, åñëè x− ðàöèîíàëüíî,

0, åñëè x− èððàöèîíàëüíî.

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà
ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåðàâ-
íîå íóëþ ÷èñëî T ∈ R (íàçûâàåìîå ïåðèîäîì), ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X
÷èñëà x ± T òàêæå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X, è ïðè ýòîì ∀x ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè: f(x + T ) = f(x). Íàèìåíüøèé
ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä (ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì, èëè îñíîâíûì, ïåðèîäîì ôóíêöèè.

Ïðèìåðû ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé: y = sinx, y = cosx (ãëàâíûé ïåðèîä T = 2π),

y = tg x, y = ctg x (ãëàâíûå ïåðèîäû ðàâíû π), y = {x} (äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ãëàâíûé

ïåðèîä ðàâåí 1).
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Êëàññ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé âåñüìà øèðîê, òàê êàê ëþáàÿ ñëîæ-
íàÿ ôóíêöèÿ y = f(g(x)), ó êîòîðîé ¾âíóòðåííÿÿ¿ ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òàêæå áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y =
5 cosx− 1

cos2 x− 3 cosx
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ïîñêîëüêó å¼ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå y = f(g(x)), ãäå g(x) = cosx (ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ), à f(g) =
5g − 1

g2 − 3g
(¾âíåøíÿÿ¿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ëþáîé, íå îáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè âûòåêàþò å¼ ñâîéñòâà:

1) Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà
â íåêîòîðîé òî÷êå x0, òî îíà îïðåäåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ âèäà x0 + Tn,
n ∈ Z, è ïðèíèìàåò â íèõ òî æå çíà÷åíèå: f(x0 + Tn) = f(x0). Åñëè æå
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0, òî îíà
íå îïðåäåëåíà è âî âñåõ òî÷êàõ âèäà x0 + Tn, n ∈ Z.

2) Ãðàôèê ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îäèíàêîâûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ ó÷àñòêîâ äëèíîé, ðàâíîé ïåðè-
îäó T .

3) Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî å¼ ïðîèçâîä-
íàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.

4) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T , òî ôóíêöèÿ
y = a · f(bx + c) + d, ãäå a, b, c, d � çàäàííûå êîýôôèöèåíòû, òàêæå
ïåðèîäè÷íà, ïðè÷¼ì å¼ ïåðèîä ðàâåí T

|b| .

Íàïðèìåð, ïåðèîä ôóíêöèè f(x) = 13 cos 5x ðàâåí
2π

5
, à ó ôóíêöèè f(x) = −2 tg

x

7
+ 6

ïåðèîä ðàâåí 7π.

5) Åñëè äàíû äâå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) ñ
ïåðèîäàìè, ñîîòâåòñòâåííî, T1 è T2, òî ïåðèîä èõ ñóììû, ðàçíîñòè,
ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî (ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ñóùåñòâóåò) áóäåò ðà-
âåí íàèìåíüøåìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà T1 è
T2 äà¼ò â ÷àñòíîì öåëûå ÷èñëà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 5 sin 3x ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T1 = 2π/3, à ôóíêöèÿ y =

cos 2x èìååò ïåðèîä T2 = π. Èõ ñóììà y = 5 sin 3x + cos 2x ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ

ïåðèîäîì T = 2π.

Îäíàêî íå âñåãäà ñóììà äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.
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Íàïðèìåð, îáå ôóíêöèè y = sinx è y = cosπx ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Íî òàê

êàê èõ ïåðèîäû íåñîèçìåðèìû (îäèí èç íèõ T1 = 2π èððàöèîíàëåí, à äðóãîé T2 = 2 �

ðàöèîíàëåí), òî îáøèé ïåðèîä T íå ñóùåñòâóåò, à çíà÷èò ôóíêöèÿ y = sinx + cosπx íå

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

6) Ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ y = const óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ ïå-
ðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïåðèîäà ó íå¼ ìîæåò âû-
ñòóïàòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îäíàêî ó
äàííîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò ãëàâíîãî ïåðèîäà, òàê êàê íå ñóùåñòâó-
åò íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

Âûïóêëûå ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà. Ñôîðìóëèðóåì îïðåäå-
ëåíèå âûïóêëîé âíèç (ââåðõ) ôóíêöèè, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò íåðà-
âåíñòâî Éǻíñåíà1. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [a, b], íàçû-
âàåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà ýòîì îòðåçêå, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ [a, b]
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

f

(
x1 + x2

2

)
≤ f(x1) + f(x2)

2
.

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïðè ëþáûõ x1, x2 ∈ [a, b] òàêèõ,
÷òî x1 6= x2, òî ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò ñòðîãî âûïóêëîé âíèç íà îò-
ðåçêå [a, b]. Ãåîìåòðè÷åñêè âûïóêëîñòü âíèç îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ õîðäà
ãðàôèêà ëåæèò íå íèæå ñòÿãèâàåìîé åþ äóãè êðèâîé.

Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé
ââåðõ 2 íà ýòîì îòðåçêå, åñëè ∀x1, x2 ∈ [a, b] âåðíî íåðàâåíñòâî

f

(
x1 + x2

2

)
≥ f(x1) + f(x2)

2
.

Ñóùåñòâóåò äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå äàííîìó, îïðåäåëåíèå: ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ
íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà ýòîì îòðåçêå, åñëè ïðè âñåõ x1, x2 ∈ [a, b] è
ïðîèçâîëüíûõ p1 > 0, p2 > 0, p1 + p2 = 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(p1x1 + p2x2) ≤ p1f(x1) + p2f(x2).

Åñëè â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå çàìåíèòü çíàê "≤" íà çíàê "≥", òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå

ôóíêöèè, âûïóêëîé ââåðõ.

1Éåíñåí Éîãàíí Ëþäâèã (1859�1925) � äàòñêèé ìàòåìàòèê, çàíèìàëñÿ òåîðèåé ôóíêöèé. Ñôîð-
ìóëèðîâàë îñíîâû òåîðèè âûïóêëûõ ôóíêöèé.

2Èíîãäà òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò âîãíóòûìè.

31



Ìåæäó âûïóêëûìè âíèç è ââåðõ ôóíêöèÿìè ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ
ñâÿçü: ôóíêöèÿ f âûïóêëà ââåðõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
(−f) âûïóêëà âíèç.

Òî÷êà (x0, f(x0)), ïðèíàäëåæàùàÿ ãðàôèêó ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó,
ïðè÷¼ì ñïðàâà è ñëåâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ èìååò ðàçíûå íàïðàâëå-
íèÿ âûïóêëîñòè.

Íàïðèìåð, òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ïåðåãèáà äëÿ ãðàôèêà ôóíêöèè

y = x3, à òî÷êè (πn, 0) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà äëÿ ñèíóñîèäû y = sinx.

Ïîíÿòèå îáðàòíîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà âçàèìíî îáðàòíûõ
ôóíêöèé. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ X ⊆ R, òàêîâà, ÷òî ðàçíûì
çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè, ò.å. èç íåðàâåíñòâà x1 6= x2 (x1, x2 ∈ X) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
f(x1) 6= f(x2). Òîãäà òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, è ó íå¼
ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷àþò y = f−1(x). Îáî-
çíà÷èì Y � îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x). Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îïðå-
äåëåíà íà ìíîæåñòâå Y è êàæäîìó y ∈ Y ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åäèí-
ñòâåííîå x ∈ X òàêîå, ÷òî y = f(x).

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ X. ×òîáû íàéòè îáðàòíóþ ôóíê-
öèþ, íàäî: 1) âûðàçèòü èç ðàâåíñòâà y = f(x) ïåðåìåííóþ x ÷åðåç ïå-
ðåìåííóþ y. Ïîëó÷èì: x = f−1(y), y ∈ Y (íå ïóòàòü ñî ñòåïåíüþ (−1),
ýòî ïðîñòî óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå). 2) Çàìåíèòü ïåðåìåííóþ x â ïîñëåä-
íåì ðàâåíñòâå íà y, à y, íàîáîðîò, çàìåíèòü íà x. Ïîëó÷èì y = f−1(x),
x ∈ Y . Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ íàéäåíà.

Ñâîéñòâà âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Df = {x | x ∈ X} èñõîäíîé ôóíêöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè îáëàñòüþ çíà÷åíèé, è íàîáîðîò, îáëàñòü
çíà÷åíèé Ef = {f(x) | x ∈ X} èñõîäíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ äëÿ îáðàò-
íîé ôóíêöèè îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ò.å.

Df = Ef−1, Ef = Df−1.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïàðó âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé y = sinx, x ∈ [−π
2 ,

π
2 ], è

y = arcsinx, x ∈ [−1, 1]. Îòðåçîê [−π
2 ,

π
2 ] äëÿ ñèíóñà ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ, à äëÿ àðêñèíóñà � îáëàñòüþ çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì îòðåçîê [−1, 1] äëÿ ñèíóñà

ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé, à ïî îòíîøåíèþ ê àðêñèíóñó � åãî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.
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2) ×òîáû íàéòè îáðàòíóþ ôóíêöèþ, íåîáõîäèìî óðàâíåíèå y = f(x)
ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x, ò.å. ïðèâåñòè ê âèäó x = f−1(y),
y ∈ Ef , à çàòåì ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðåìåííûå x è y: y = f−1(x), x ∈ Ef .

Íàéä¼ì, íàïðèìåð, îáðàòíóþ ôóíêöèþ äëÿ ôóíêöèè y =
√
x íà îòðåçêå [0, 4] (îáðàò-

íàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó y =
√
x âîçðàñòàåò íà óêàçàííîì îòðåçêå). Çàìåòèì,

÷òî y ∈ [0, 2] (ýòî áóäóùàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè). Âûðàæàÿ x èç

äàííîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: x = y2, ãäå y ∈ [0, 2]. Îñòàëîñü ïîìåíÿòü x íà y, à y íà x:

y = x2, x ∈ [0, 2]. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû

äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî y = x.

3) Ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé y = f(x) (x ∈ Df), è y =
f−1(x) (x ∈ Ef) ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Ñèììåòðèÿ âîçíèêàåò â ìîìåíò çàìåíû x íà y, à y íà x.

4) Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà:

f−1(f(x)) = x (x ∈ Df), f(f−1(x)) = x (x ∈ Ef).

Íàïðèìåð, arcsin(sinx) = x (x ∈ [−π
2 ,

π
2 ]) è sin(arcsinx) = x (x ∈ [−1, 1]). Èëè: arctg(tg x) =

x (x ∈ (−π
2 ,

π
2 )) è tg(arctg x) = x (x ∈ R).

5) Âçàèìíî îáðàòíûå ôóíêöèè âñåãäà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîíîòîí-
íîñòü (îáå âîçðàñòàþò èëè îáå óáûâàþò � êàæäàÿ íà ñâî¼ì ìíîæåñòâå).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sinx âîçðàñòàåò íà îòðåçêå x ∈ [−π
2 ,

π
2 ], è ïîýòîìó îáðàòíàÿ

ê íåé ôóíêöèÿ y = arcsinx òàêæå âîçðàñòàåò (íà îòðåçêå x ∈ [−1, 1]).

Âàæíî: åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé, òî ó
íå¼ âñåãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.

Ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ
y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûé ìàêñè-
ìóì (ìèíèìóì), åñëè íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, âñþäó â ïðåäå-
ëàõ êîòîðîé ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìǻíüøèå ëèáî
ðàâíûå (ñîîòâåòñòâåííî, áî́ëüøèå ëèáî ðàâíûå) çíà÷åíèþ ôóíêöèè â
ýòîé òî÷êå x0. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ëî-
êàëüíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì), åñëè íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç óêàçàííîé îêðåñòíîñòè âåðíî íåðàâåíñòâî:
f(x) ≤ f(x0) (ñîîòâåòñòâåííî, f(x) ≥ f(x0)). Åñëè ïîñëåäíèå íåðàâåí-
ñòâà ñòðîãèå (äëÿ âñåõ x èç îêðåñòíîñòè, îòëè÷íûõ îò x0), òî ïîëó÷èì
îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ñîîòâåòñòâåííî,
ìèíèìóìà).
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Ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì) ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ çíà÷å-
íèå ôóíêöèè â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà). Ëîêàëüíûå
ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû íàçûâàþò åäèíûì òåðìèíîì � ëîêàëüíûå ýêñ-
òðåìóìû.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sinx â òî÷êàõ π
2 + 2πn, n ∈ Z, èìååò (ñòðîãèå) ëîêàëüíûå

ìàêñèìóìû, ðàâíûå 1. Ôóíêöèÿ y = |x| èìååò â òî÷êå x = 0 åäèíñòâåííûé ñòðîãèé ëî-

êàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé 0. Ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ y ≡ 1 èìååò â ëþáîé òî÷êå x íåñòðîãèé

ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (è îäíîâðåìåííî íåñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì), ðàâíûé 1. Ôóíê-

öèÿ y = x (è, âîîáùå, ëþáàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ) è ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå èìåþò

ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ñëåâà îò òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèÿ íå îáÿ-
çàòåëüíî âîçðàñòàåò, à ñïðàâà � óáûâàåò. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x2, åñëè x 6= 0,

1, åñëè x = 0,

èìååò â òî÷êå x = 0 ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, íî ïðè ýòîì ñëåâà
îò ýòîé òî÷êè îíà óáûâàåò, à ñïðàâà � âîçðàñòàåò!

Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå ãëî-
áàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ãëîáàëüíûì ýêñòðåìóìîì ôóíêöèè f(x) íà ìíî-
æåñòâå X íàçûâàåòñÿ å¼ íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà ýòîì
ìíîæåñòâå.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ íàèáîëü-
øèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X, åñëè:

1) äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâî f(x) ≤ A;
2) ñóùåñòâóåò x0 ∈ X òàêîå, ÷òî f(x0) = A.

Åñëè ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà, òî åãî íàçûâàþò
êðàåâûì ýêñòðåìóìîì. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y =

√
x, x ≥ 0, èìååò â

òî÷êå x = 0 êðàåâîé ìèíèìóì.

Äåêàðòîâà è ïîëÿðíàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äåêàðòîâà (ïðÿ-
ìîóãîëüíàÿ) ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì
íà÷àëà êîîðäèíàò (òî÷êà O), ìàñøòàáíîé åäèíèöû è äâóõ âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ ÷èñëîâûõ îñåé: îñè àáñöèññ (Ox) è îñè îðäèíàò (Oy).
Êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè ñòàâÿòñÿ â îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå äâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñëà � êîîðäèíàòû òî÷êè (x, y) (x íàçûâàåòñÿ àáñöèññîé,
y � îðäèíàòîé).

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè òàêæå ñòà-
âÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äâå êîîðäèíàòû (r, ϕ), íî ñìûñë èõ äðóãîé, ýòî �
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ðàññòîÿíèå r ≥ 0 îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò (ïîëþñà) è óãîë ϕ, îò-
êëàäûâàåìûé îò ïîëÿðíîé îñè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (â ïîëþñå óãîë
íå îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî).

Åñëè ñîâìåñòèòü íà÷àëà êîîðäèíàò ó ïðÿìîóãîëüíîé è ïîëÿðíîé
ñèñòåì êîîðäèíàò è ïóñòèòü ïîëÿðíóþ îñü âäîëü îñè àáñöèññ, âû-
áðàâ îäèíàêîâûå ìàñøòàáíûå åäèíèöû, òî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû áó-
äóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ïîëÿðíûå ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì: x = r cosϕ,
y = r sinϕ.

Íàïðèìåð, â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îêðóæíîñòü ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò çàäà¼òñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì x2 + y2 = a2 (a > 0). Äëÿ ïåðåõîäà ê

ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â ýòîì óðàâíåíèè ïîäñòàâèì x = r cosϕ, y = r sinϕ: (r cosϕ)2 +

(r sinϕ)2 = a2. Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå òîé æå îêðóæíîñòè, íî â ïîëÿðíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò: r = a.

ßâíûé, íåÿâíûé è ïàðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîáû çàäàíèÿ
ôóíêöèè. Â ëþáîé èç óêàçàííûõ âûøå ñèñòåì êîîðäèíàò ôóíêöèÿ
ìîæåò áûòü çàäàíà: ÿâíûì îáðàçîì, íåÿâíî è ïàðàìåòðè÷åñêè.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ íà ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ óðàâ-
íåíèåì, ðàçðåø¼ííûì îòíîñèòåëüíî y, ò.å. óðàâíåíèåì âèäà y = f(x),
x ∈ X, íàçûâàåòñÿ çàäàííîé ÿâíî.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå y =
√

1− x2 ÿâíî îïðåäåëÿåò âåðõíþþ ïîëóîêðóæíîñòü åäèíè÷-

íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðèìåð ÿâíîãî çàäàíèÿ êðèâîé â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ: r = ϕ, ϕ ≥ 0 (ñïèðàëü Àðõèìåäà).

Åñëè çàâèñèìîñòü y îò x çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, íå ðàç-
ðåø¼ííûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y, òî ãîâîðÿò î íåÿâíîì çàäàíèè
ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2 + y2 = 1 çàäà¼ò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò.

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ (â îáùåì ñëó÷àå � ïëîñêàÿ êðèâàÿ) ìîæåò îïðå-
äåëÿòüñÿ ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé x = x(t), y = y(t) ñ ïàðàìåòðîì
t èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà T ∈ R (ôóíêöèè x(t) è y(t) áóäåì ñ÷èòàòü
íåïðåðûâíûìè). Â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü èä¼ò î ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè.

Íàïðèìåð, ñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé x = cos t, y = sin t, ãäå t ∈ [0, 2π),

çàäà¼ò òó æå åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ê îñíîâíûì ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì
îòíîñÿòñÿ:
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� àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè y = anx
n + an−1x

n−1 + ...+
a1x+ a0 (an 6= 0);

� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ; â òîì
÷èñëå ñòåïåíí�àÿ ôóíêöèÿ (y = xa);

� ïîêàçàòåëüíàÿ (y = ax) è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ (y = loga x) ôóíêöèè,
â êîòîðûõ a > 0, a 6= 1;

� òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè (y = sinx, y = cosx, y = tg x,
y = ctg x) è îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè (y = arcsin x,
y = arccosx, y = arctg x, y = arcctg x).

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè � ýòî ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ
ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé (ñëîæåíèå, âû÷è-
òàíèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå, èçâëå÷åíèå êîðíÿ n-ñòåïåíè è âîçâåäåíèå
â öåëóþ ñòåïåíü) è êîìïîçèöèé èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îñíîâíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Íèæå áóäóò îïðåäåëåíû ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè (y = shx, y =
chx, thx, cthx). Òàê êàê îíè (è îáðàòíûå ê íèì) ìîãóò áûòü âûðà-
æåíû ÷åðåç ïåðå÷èñëåííûå âûøå îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, òî
óêàçàííûå ôóíêöèè òàêæå îòíîñÿòñÿ ê ýëåìåíòàðíûì.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîäîáíî òîìó êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñèíóñ è êîñèíóñ
ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé îêðóæíîñòè, ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ è
êîñèíóñ ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè íà ãèïåðáîëå è ïîýòîìó äàþò å¼ ïàðàìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå

x2 − y2 = 1 ⇔

{
x = ch t,

y = sh t,
t ∈ R.

Ãèïåðáîëè÷åñêèì ñèíóñîì äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ

shx =
ex − e−x

2
,

íå÷¼òíàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Å¼ ãðà-
ôèê ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðè÷¼ì êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå
èìååò óãîë íàêëîíà 45◦.

Ãèïåðáîëè÷åñêèì êîñèíóñîì íàçûâàåòñÿ ÷¼òíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ

chx =
ex + e−x

2
,

îïðåäåë¼ííàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Å¼ ãðàôèê èìååò ìèíèìóì,
ðàâíûé åäèíèöå, ïðè x = 0.
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Îäíîðîäíàÿ öåïü, ñâîáîäíî ïîäâåøåííàÿ çà ñâîè êîíöû, ïðèîáðåòàåò ôîðìó ãðàôèêà

ôóíêöèè y = a ch
x

a
(a > 0), â ñâÿçè ñ ÷åì ãðàôèê ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà èíîãäà

íàçûâàþò öåïíîé ëèíèåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àðîê,

ïîñêîëüêó ôîðìà àðêè â âèäå ïåðåâ¼ðíóòîé öåïíîé ëèíèè íàèáîëåå óäà÷íî ðàñïðåäåëÿåò

íàãðóçêó.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ: thx =
shx

chx
. Ýòî íå÷¼òíàÿ, ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Å¼ ãðàôèê ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
ïîä óãëîì 45◦ è èìååò äâå ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû y = −1 (ïðè
x→ −∞) è y = 1 (ïðè x→ +∞).

Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ: cthx =
chx

shx
. Ýòî íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåë¼ííàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x = 0.
Ãðàôèê ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé è èìååò òðè àñèìïòîòû: âåðòèêàëüíóþ,
ñîâïàäàþùóþ ñ îñüþ îðäèíàò, è äâå ãîðèçîíòàëüíûå y = ±1.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôîðìóëû èìåþò ñâîè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àíàëîãè è äîêàçûâàþòñÿ
âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî.(∗)1

1. Îñíîâíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå òîæäåñòâî:

ch2 x− sh2 x = 1 (x ∈ R),

à òàêæå chx± shx = e±x.

2. Ôîðìóëû 1− th2 x =
1

ch2 x
, cth2 x− 1 =

1

sh2 x
(x 6= 0).

3. Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ:

sh(x± y) = shx ch y ± sh y chx,

ch(x± y) = chx ch y ± sh y shx,

th(x± y) =
thx± th y

1± thx th y
, cth(x± y) =

cthx cth y ± 1

cth y ± cthx
.

4. Ôîðìóëû äâîéíîãî àðãóìåíòà:

sh 2x = 2 shx chx,

ch 2x = ch2 x+ sh2 x = 2 ch2 x− 1 = 1 + 2 sh2 x,

th 2x =
2 thx

1 + th2 x
, cth 2x =

thx+ cthx

2
,

ch 2x± sh 2x = (shx± chx)2.

5. Ôîðìóëû óíèâåðñàëüíîé ïîäñòàíîâêè:

sh 2x =
2 thx

1− th2 x
, ch 2x =

1 + th2 x

1− th2 x
.

1Ìàòåðèàë, ïîìå÷åííûé ñèìâîëîì (∗), îòíîñèòñÿ ê äîïîëíèòåëüíîìó, êîòîðûé ñëåäóåò ïðèíÿòü
ê ñâåäåíèþ.
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6. Ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè:

ch2 x =
ch 2x+ 1

2
, sh2 x =

ch 2x− 1

2

7. Ôîðìóëû thx =
sh 2x

1 + ch 2x
=

ch 2x− 1

sh 2x
.

8. Ôîðìóëû ñóììû è ðàçíîñòè ñèíóñîâ (êîñèíóñîâ):

shx± sh y = 2 sh
x± y

2
ch
x∓ y

2
,

chx+ ch y = 2 ch
x+ y

2
ch
x− y

2
,

chx− ch y = 2 sh
x+ y

2
sh
x− y

2
.

9. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ â ñóììû (ðàçíîñòè):

shx sh y =
ch(x+ y)− ch(x− y)

2
,

shx ch y =
sh(x+ y) + sh(x− y)

2
,

chx ch y =
ch(x+ y) + ch(x− y)

2
.

10. ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü) ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé:

sh(−x) = − shx, ch(−x) = chx,

th(−x) = − thx, cth(−x) = − cthx;

11. Ïðè âñåõ x ∈ R èìååì íåðàâåíñòâà:

0 ≤ chx− 1 ≤ | shx| < chx; |x| ≤ | shx|, | thx| < 1.

Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé: ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y = ax+b (ãðà-
ôèê � ïðÿìàÿ ëèíèÿ), êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ y = ax2 + bx+ c (a 6= 0,
ãðàôèê � ïàðàáîëà), äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y = ax+b

cx+d (îáùèé ñëó-
÷àé: c 6= 0, ad 6= bc, ãðàôèê � ãèïåðáîëà), ìîäóëü ÷èñëà y = |x|, êóáè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí y = ax3 + bx2 + cx+d (ãðàôèê � êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà),
êâàäðàòíûé (y =

√
x) è êóáè÷åñêèé êîðíè (y = 3

√
x), ïîêàçàòåëüíî-

ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = f(x)g(x) (f(x) > 0), ãäå f(x), g(x) � ëþáûå
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è ò.ï.

Ïðèìåðû íåýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.(∗) Ïîìèìî ýëåìåíòàðíûõ, âûäåëÿþò ñïåöè-
àëüíûå ôóíêöèè � âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè (÷àùå âñåãî
� â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè) ôóíêöèè, êîòîðûå íå âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ
è èíòåãðàëîâ. Íàïðèìåð, ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà Γ(x) =

∫ +∞
0 e−ttx−1dt îáîáùàåò ïîíÿ-

òèå ôàêòîðèàëà ñ íàòóðàëüíîãî n íà íåöåëûå çíà÷åíèÿ x > 0. Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ ... çàäà¼òñÿ ðÿäîì è äð. Ïðèâåä¼ì äðóãèå èçâåñòíûå ïðèìåðû íåýëå-

ìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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1. Ôóíêöèÿ ¾ñèãíóì¿ (çíàê ÷èñëà):

sgnx =


+1, åñëè x > 0,

0, åñëè x = 0,

−1, åñëè x < 0.

2. Ôóíêöèÿ Äèðèõëǻ:1

D(x) =

{
1, åñëè x ∈ Q,
0, åñëè x ∈ R \Q.

3. Ôóíêöèè y = [x] (àíòüǻ, èëè öåëàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x), y = {x}
(ìàíòè́ññà, èëè äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x).2

4. Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-çàäàííîé, ò.å. íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ çàäà¼òñÿ àíàëèòè÷åñêè ïî-ðàçíîìó, òî å¼, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëåäóåò îòíåñòè ê
íåýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì, íàïðèìåð:

f(x) =

{
3x− 7, åñëè x > 1,

ln(|x|+ 1), åñëè x ≤ 1.

Íåýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü òàêæå çàäàíû ñ ïîìîùüþ òàáëèö, ãðàôèêîâ,

äèàãðàìì, ïðåäåëîâ è ïðî÷.

2.2 Ïðåäåë ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

¾Èç äîìà ðåàëüíîñòè ëåãêî çàáðåñòè â ëåñ ìàòåìàòèêè,

íî ëèøü íåìíîãèå ñïîñîáíû âåðíóòüñÿ îáðàòíî¿.

Ãóãî Øòåéíõàóñ (1887�1972), ïîëüñêèé ó÷¼íûé,

îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ Ëüâîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû,

ïîïóëÿðèçàòîð íàóêè è àôîðèñò.

Ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè. Âèäû ïðåäåëîâ. Ïðåäåë ôóíêöèè,
òàê æå êàê è ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòíîñèòñÿ ê îñíîâíûì ïîíÿ-
òèÿì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà
íà ìíîæåñòâå X ⊆ R è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà (ò.å.
â ëþáîé, ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a íàõîäèòñÿ õîòÿ áû
îäíà òî÷êà èç X, îòëè÷íàÿ îò a).3 Ñôîðìóëèðóåì äâà ýêâèâàëåíòíûõ
ìåæäó ñîáîé îïðåäåëåíèÿ (êîíå÷íîãî) ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â (êîíå÷íîé) òî÷êå.

1Èîãàíí Ïåòåð Äèðèõëǻ (1805�1859) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, âí¼ñøèé ñóùåñòâåííûé âêëàä â
ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèþ ôóíêöèé è òåîðèþ ÷èñåë.

2Öåëîé ÷àñòüþ ÷èñëà x ∈ R íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x. Äðîáíîé
÷àñòüþ x íàçûâàåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàçíîñòü: {x} = x− [x].

3Ñàìà òî÷êà a ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü X.
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Îïð. 1' (ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå ïî Êîøè1, èëè íà ÿçûêå ¾ε−δ¿).
×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì (ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì) ôóíêöèè y =
f(x) â òî÷êå a (èëè ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a), åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
0 < |x− a| < δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε.

Äðóãîå îïðåäåëåíèå îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Îïð. 1� (ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå ïî Ãåéíå2, èëè íà ÿçûêå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé). ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) â
òî÷êå a (èëè ïðè x→ a), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé
àðãóìåíòà xn, ñõîäÿùåéñÿ ê a è ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò a, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn) ñõîäèòñÿ
ê ÷èñëó b.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ââåä¼ííîãî ïðåäåëà ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü
âèäà:

lim
x→a

f(x) = b, èëè f(x)→ b ïðè x→ a.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå 0 < |x − a| < δ îçíà÷àåò ïðîêîëîòóþ δ-îêðåñò-
íîñòü òî÷êè a, à óñëîâèå |f(x) − b| < ε, ñîîòâåòñòâåííî, ε-îêðåñòíîñòü
òî÷êè b. Èíûìè ñëîâàìè, ÷èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y =
f(x) ïðè x→ a, åñëè ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî x ïîïà-
ëî â ïðîêîëîòóþ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè a, òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè îêàçàëîñü â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè b.

Òåîðåìà (î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà). Åñëè ôóíêöèÿ èìååò â íåêî-
òîðîé òî÷êå ïðåäåë, òî îí åäèíñòâåííûé. (Òî åñòü ôóíêöèÿ íå ìîæåò
èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ â çàäàííîé òî÷êå).

Ãðàôè÷åñêè ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ó ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå
îçíà÷àåò, ÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ âäîëü îñè Ox çíà÷åíèÿ x ê a (ñ
ëþáîé ñòîðîíû, íå âàæíî: ñïðàâà èëè ñëåâà!), ãðàôèê ôóíêöèè ïðèáëè-
æàåòñÿ ê òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (a, b). (Ïðè ýòîì â ñàìîé òî÷êå x = a

ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü è íå îïðåäåëåíà).
Ïðèìåðû: lim

x→3
x2 = 9, lim

x→π
2

sinx = 1.

Äðóãèå âèäû ïðåäåëîâ. Ïðèâåä¼ííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà
îòíîñÿòñÿ ê ïðîñòåéøåìó ñëó÷àþ, êîãäà a è b ïðèíèìàþò êîíå÷íûå

1Êîøè Îãþñòåí Ëóè (1789�1857) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
2Ãåéíå Ãåíðèõ Ýäóàðä (1821�1881) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
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çíà÷åíèÿ. Îäíàêî ïîíÿòèå ïðåäåëà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ñëó÷àè,
êîãäà îäíî èëè äàæå îáà ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà èëè ôóíêöèè
(a èëè b) áåñêîíå÷íû, ò.å. ðàâíû +∞, −∞, èëè ∞ áåç óêàçàíèÿ çíàêà.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå èç ýòèõ îïðåäåëåíèé.

Îïð. 2' (êîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x → ∞ ïî Êîøè). ×èñëî
b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → ∞, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî E òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ |x| > E, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε.

Îïð. 2� (êîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x→∞ ïî Ãåéíå). ×èñëî
b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) ïðè x→∞, åñëè äëÿ ëþáîé
áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòà xn ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn) ñõîäèòñÿ ê
÷èñëó b. Îáîçíà÷åíèå:

lim
x→∞

f(x) = b, èëè f(x)→ b ïðè x→∞.

Íàïðèìåð, lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= e (2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).

Îïð. 3' (áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x → a ïî Êîøè). Ãî-
âîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå a áåñêîíå÷íûé ïðåäåë
(∞), åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà E íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå
åìó ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |x − a| < δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f(x)| > E.

Îïð. 3� (áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x → a ïî Ãåéíå). Ãî-
âîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå a áåñêîíå÷íûé ïðåäåë (∞),
åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòà xn, ñõîäÿùåé-
ñÿ ê a è ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò a, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé.
Îáîçíà÷åíèå:

lim
x→a

f(x) =∞, èëè f(x)→∞ ïðè x→ a.

Â ÷àñòíîñòè, f(xn) ìîæåò ñòðåìèòüñÿ êàê ê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è ê
îòðèöàòåëüíîé áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî ïðèâîäèò åù¼ ê äâóì îïðåäåëåíèÿì.

Îïð. 3� ' (áåñêîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x→
a ïî Êîøè). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå a ïðåäåë,
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ðàâíûé +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî E > 0 íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó δ > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |x− a| < δ,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) > E:

lim
x→a

f(x) = +∞, èëè f(x)→ +∞ ïðè x→ a.

Îïð. 3�� (áåñêîíå÷íîãî îòðèöàòåëüíîãî ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x→
a ïî Êîøè). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå a ïðåäåë,
ðàâíûé −∞, åñëè äëÿ ëþáîãî E > 0 íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó δ > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |x− a| < δ,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) < −E:

lim
x→a

f(x) = −∞, èëè f(x)→ −∞ ïðè x→ a.

Íàïðèìåð, lim
x→0

1
x =∞, lim

x→0

1
x2 = +∞, lim

x→0

(
x− 1

x4

)
= −∞.

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà â òî÷êå. Ïîìèìî îáû÷íîãî (äâóñòî-
ðîííåãî) ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå a (ãäå a ìîæåò ïðèíèìàòü â òîì
÷èñëå áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ±∞ èëè ∞) ñóùåñòâóþò òàê íàçûâàåìûå
îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû, êîãäà ïåðåìåííàÿ x ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ïðå-
äåëó a òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû: ñïðàâà èëè, íàîáîðîò, ñëåâà. Ïðèâåä¼ì
ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.1

Îïð. 4' (îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè ïî Êîøè). ×èñëî b íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a ñïðàâà
(ñëåâà), åñëè ∀ ε > 0 íàéä¼òñÿ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ2 a < x < a+ δ (ñîîòâåòñòâåííî, a− δ < x < a),
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε:

lim
x→a+0

f(x) = b, èëè f(x)→ b ïðè x→ a+ 0.

(ñîîòâåòñòâåííî,

lim
x→a−0

f(x) = b, èëè f(x)→ b ïðè x→ a− 0).

Îïð. 4� (îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè â òî÷êå ïî Ãåéíå). ×èñ-
ëî b íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ïðåäåëîì (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì ïðåäåëîì)

1Ìû ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ íà ÿçûêå ¾ε − δ¿. Íà ÿçûêå ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
âû ìîæåòå ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî.

2Òî åñòü ïîïàâøèõ â ïðàâóþ ïðîêîëîòóþ ïîëóîêðåñòíîñòü òî÷êè a.
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ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà-
÷åíèé àðãóìåíòà xn, ñõîäÿùåéñÿ ê a è ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë, áî́ëüøèõ
a (ñîîòâåòñòâåííî, ìǻíüøèõ a), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó b.

Ïðàâûé (ëåâûé) ïðåäåëû â òî÷êå a îáîçíà÷àþòñÿ òàêæå f(a + 0) è
f(a− 0), à ïðåäåë ïðè x→ +∞ êàê f(+∞).

Íàïðèìåð, lim
x→0

1
x = ∞, íî lim

x→+0

1
x = +∞, lim

x→−0

1
x = −∞, lim

x→−0
sgnx =

−1, lim
x→+0

sgnx = 1.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðå-
äåëà ôóíêöèè â òî÷êå). Ïðåäåë1 ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëà è îíè ðàâíû.

Äîïîëíèòåëüíî.(∗) Ñóùåñòâóþò è äðóãèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (èõ
åù¼ íàçûâàþò êðèòåðèÿìè) ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå. Ê
íàèáîëåå èçâåñòíûì îòíîñèòñÿ òàê íàçûâàåìûé êðèòåðèé Êîøè.

Òåîðåìà (Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå). Äëÿ òîãî ÷òî-

áû ôóíêöèÿ y = f(x) èìåëà â òî÷êå a êîíå÷íûé ïðåäåë, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàøëîñü îòâå÷àþùåå åìó ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ çíà÷åíèé x′ è x′′, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì 0 < |x′− a| < δ,

0 < |x′′ − a| < δ, âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Ñëó÷àè, êîãäà ïðåäåë ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Ïðåäåë ñóùå-
ñòâóåò íå ó âñåõ ôóíêöèé è íå âî âñåõ òî÷êàõ.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå èìååò ïðåäåëà íè â îäíîé òî÷êå, íåñìîò-

ðÿ íà òî, ÷òî îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Â ñàìîì äåëå, âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäå-

ëåíèåì ïðåäåëà ïî Ãåéíå. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü x′n → a è ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà f(x′n) = 1 è,

ñëåäîâàòåëüíî, f(x′n)→ 1. Òåïåðü âîçüì¼ì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′′n → a, ñîñòîÿùóþ

òîëüêî èç èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íî òîãäà f(x′′n) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x′′n)→ 0. Ïîëó-

÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ åäèíñòâåííîñòüþ ïðåäåëà, ÷òî äîêàçûâàåò, ÷òî îí íå ñóùåñòâóåò.

Äðóãîé ïðèìåð: lim
x→+∞

sinx òàêæå íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå ïðåäåëà çàâèñèò îò òîãî, êàêèì

ñïîñîáîì x ñòðåìèòñÿ ê +∞. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì x = xn = π
2 + πn (n ∈ N), òîãäà

ïîëó÷èì, ÷òî ïðåäåë ðàâåí 1. Íî åñëè óñòðåìèòü x â áåñêîíå÷íîñòü ïî òî÷êàì xn = −π
2 +πn

1Ðå÷ü èä¼ò î êîíå÷íîì ïðåäåëå.
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(n ∈ N), òî ïîëó÷èì äðóãîå çíà÷åíèå (−1). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà.

Çíà÷èò, äàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.

Ðàñïðîñòðàí¼ííàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ïðåäåë ó ôóíêöèè â çàäàí-
íîé òî÷êå íå ñóùåñòâóåò � ñóùåñòâîâàíèå, íî íåðàâåíñòâî ìåæäó ñîáîé
â ýòîé òî÷êå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ.

Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó lim
x→−0

sgnx = −1, à lim
x→+0

sgnx = 1, òî lim
x→0

sgnx íå ñóùåñòâóåò.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü äâå ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x)
çàäàíû íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå X è èìåþò â òî÷êå a ïðåäåëû,
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå b è c. Òîãäà ôóíêöèè f(x) + g(x), f(x) − g(x),
f(x) ·g(x) è f(x)/g(x) èìåþò â òî÷êå a ïðåäåëû, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå
b+c, b−c, b·c è b/c (â ñëó÷àå ÷àñòíîãî íóæíî äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàòü,
÷òîáû c áûëî îòëè÷íî îò íóëÿ), ò.å.

lim
x→a

(f(x)± g(x)) = lim
x→a

f(x)± lim
x→a

g(x),

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x),

lim
x→a

(f(x)/g(x)) = lim
x→a

f(x)/ lim
x→a

g(x).

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ äëÿ ôóíêöèé. Ïóñòü äâå
ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) çàäàíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè a (òî÷êà a
ëèáî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, ëèáî ìîæåò áûòü ðàâíà ±∞) è èìåþò â ñàìîé
òî÷êå a ïðåäåëû, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíûå b è c. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ïðè
âñåõ x èç óêàçàííîé îêðåñòíîñòè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) ≤ g(x).
Òîãäà àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è â ïðåäåëå: lim

x→a
f(x) ≤

lim
x→a

g(x), ò.å. b ≤ c. Ïðè ýòîì åñëè â (ïðîêîëîòîé) îêðåñòíîñòè òî÷êè

a âåðíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî f(x) < g(x), òî â ïðåäåëå íåðàâåíñòâî âñå
ðàâíî â îáùåì ñëó÷àå îñòàíåòñÿ íåñòðîãèì b ≤ c.

Ïðèìåð: ïðè âñåõ x > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1
x >

1
x2
. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî êîíå÷-

íîãî a > 1 âåðåí ñòðîãèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä lim
x→a

1
x = 1

a >
1
a2

= lim
x→a

1
x2
. Îäíàêî â ñëó÷àå,

êîãäà a = +∞, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ïðåäåëîâ lim
x→+∞

1
x = lim

x→+∞
1
x2

= 0.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè. Ïî àíà-
ëîãèè ñ ÷èñëîâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ áåñêîíå÷íî
ìàëûõ è áåñêîíå÷íî áîëüøèõ â çàäàííîé òî÷êå ôóíêöèé.

Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå a, åñëè ïðåäåë
ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå a ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ.
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Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ cosx ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x = π/2, ïîñêîëüêó

lim
x→π

2

cosx = 0. Ôóíêöèÿ y = 1/x ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→∞.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå a êîíå÷íûé
ïðåäåë, ðàâíûé b, òî ôóíêöèÿ α(x) = f(x) − b ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé â òî÷êå a. Íàîáîðîò, ëþáóþ ôóíêöèþ y = f(x), èìåþùóþ â òî÷êå
a êîíå÷íûé ïðåäåë b, ìîæíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ïðåäñòàâèòü
â âèäå f(x) = b+ α(x), ãäå α(x) � íåêîòîðàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå
a ôóíêöèÿ.

Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå a, åñëè ïðå-
äåë ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå a ñóùåñòâóåò è ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè (ñ ëþáûì
çíàêîì), ò.å.

lim
x→a

α(x) =∞.
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = tg x ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x = π

2 , ïîñêîëüêó

lim
x→π

2

tg x = ∞. Ôóíêöèÿ y = 1/x ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x = 0, òàê êàê

lim
x→0

1/x =∞.

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé.(∗)

1. Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé åñòü áåñêî-
íå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.

2. Ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé åñòü
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.

3. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè íà îãðàíè÷åííóþ ôóíê-
öèþ åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.

4. Åñëè α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì ñóùå-
ñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, ãäå α(x) íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Òîãäà 1

α(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ. Íàîáîðîò,

åñëè α(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ, òî 1
α(x) � áåñêîíå÷íî

ìàëàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ.

Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ (áåñêîíå÷íî áîëüøèõ)
ôóíêöèé.(∗) Äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå (áåñêîíå÷íî áîëüøèå) â çà-
äàííîé òî÷êå ôóíêöèè α(x) è β(x) ìîæíî ñðàâíèâàòü ïî ñêîðîñòè èõ
ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ (ê áåñêîíå÷íîñòè) ïðè x → a. Îáû÷íî äëÿ ýòîãî
ðàññìàòðèâàþò ïðåäåë èõ îòíîøåíèÿ â äàííîé òî÷êå.

Ïóñòü, ðàäè îïðåäåë¼ííîñòè, α(x) è β(x) � äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå â
òî÷êå a ôóíêöèè.
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Îïð. 1. Ãîâîðÿò, ÷òî α(x) ÿâëÿåòñÿ â òî÷êå a áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì β(x) (èìååò â òî÷êå a áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê
ìàëîñòè, ÷åì β(x)), åñëè

lim
x→a

α(x)

β(x)
= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî α(x) åñòü o-ìàëîå îò β(x), ÷òî îáî-
çíà÷àåòñÿ α(x) = o(β(x)).

Íàïðèìåð, ïðè x→ 0 èìååì x3 = o(x), òàê êàê lim
x→0

x3

x = lim
x→0

x2 = 0.

Îïð. 2. Ãîâîðÿò, ÷òî α(x) è β(x) ÿâëÿþòñÿ â òî÷êå a áåñêîíå÷íî ìà-
ëûìè îäíîãî ïîðÿäêà (èìåþò â òî÷êå a îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè),
åñëè

lim
x→a

α(x)

β(x)
= C,

ãäå C � êîíå÷íîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî α(x) åñòü O-áîëüøîå1 îò β(x) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
β(x) åñòü O-áîëüøîå îò α(x)), ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ α(x) = O(β(x)), èëè
β(x) = O(α(x)). Íàïðèìåð, ïðè x → 0 èìååì: sin2 x = O(3x2), òàê êàê
lim
x→0

sin2 x
3x2 = 1

3 .

Îïð. 3. Ãîâîðÿò, ÷òî α(x) è β(x) ÿâëÿþòñÿ â òî÷êå a ýêâèâàëåíò-
íûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè, åñëè

lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1.

Ýòî îáîçíà÷àþò: α(x) ∼ β(x). Íàïðèìåð, ïðè x → 0 èìååì: sinx ∼ x,
tg x ∼ x, arcsinx ∼ x è ò.ï.

Îäèí èç ïðè¼ìîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèé îñíîâàí íà çàìåíå áåñêîíå÷íî ìàëîé

(áåñêîíå÷íî áîëüøîé) ôóíêöèè å¼ ïðèáëèæåíèåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè a â âèäå áîëåå

ïðîñòîé, íî ýêâèâàëåíòíîé ñòåïåííîé ôóíêöèè.

Äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå ñðàâíå-
íèå, ïðè ýòîì ñëîâà ¾áåñêîíå÷íî ìàëûå îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè¿ ñëå-
äóåò çàìåíèòü íà ¾áåñêîíå÷íî áîëüøèå îäíîãî ïîðÿäêà ðîñòà¿.

Çàìå÷àòåëüíûå è äðóãèå èçâåñòíûå ïðåäåëû. Ñóùåñòâóåò òåõ-
íèêà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ, îñíîâàííàÿ íà ðàçíîîáðàçíûõ ïðè¼ìàõ è
ñïîñîáàõ, êîòîðûå îáû÷íî èçó÷àþòñÿ íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

1Èíîãäà âìåñòî O èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå O∗.
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Çà íåäîñòàòêîì âðåìåíè, ïðèâåä¼ì çäåñü ëèøü íåêîòîðûå èç íàèáî-
ëåå èçâåñòíûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèé:

lim
x→0

sinx

x
= 1 (1-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë);

lim
x→0

(1 + x)
1
x = lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e (2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë);

Äîïîëíèòåëüíî(∗):

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (a > 0, a 6= 1);

lim
x→+∞

loga x

xε
= 0 (ε > 0, a > 1);

lim
x→+∞

xε

ax
= 0 (ε > 0, a > 1).

Ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà
ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà, íàïðèìåð âèäà lim

x→a
f(x)
g(x) , îáå ôóíêöèè f(x) è

g(x) ÿâëÿþòñÿ â òî÷êå a áåñêîíå÷íî ìàëûìè (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, áåñ-
êîíå÷íî áîëüøèìè). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èìåþò äåëî ñ íåîïðå-
äåë¼ííîñòüþ âèäà 0

0 (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ∞∞). Òàê æå, êàê â ñëó÷àå ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, âû÷èñëèòü ïðåäåë â ýòîé ñèòóàöèè íàçûâàåòñÿ
¾ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼ííîñòü¿.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→+∞

7x+ 1

5x3 − 3x+ 2
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà ∞∞ , ïîñêîëüêó ïðè x → +∞
è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü äðîáè ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòÿì. Íàéä¼ì ãëàâíûé ÷ëåí â
÷èñëèòåëå (ýòî 7x), â çíàìåíàòåëå (ýòî 5x3, îí áûñòðåå äðóãèõ ñëàãàåìûõ â çíàìåíàòåëå
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè) è âûíåñåì çà ñêîáêó â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ñîîòâåòñòâåí-
íî, x è x3. Ïîñëå ýòîãî ñîêðàòèì äðîáü íà îáùèé ìíîæèòåëü x:

lim
x→+∞

7x+ 1

5x3 − 3x+ 2
= lim

x→+∞

x(7 + 1
x)

x3(5− 3
x2

+ 2
x3

)
= lim

x→+∞

7 + 1
x

x2(5− 3
x2

+ 2
x3

)
.

Â ðåçóëüòàòå ñîêðàùåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü èñ÷åçàåò. Óñòðåìèâ x → +∞, âèäèì, ÷òî òå-

ïåðü ÷èñëèòåëü ñòðåìèòñÿ ê 7, à çíàìåíàòåëü, ïî-ïðåæíåìó, ê ∞. Ïðåäåë ëåãêî âû÷èñëÿ-

åòñÿ, îí, î÷åâèäíî, ðàâåí 0.

Áûâàþò è äðóãèå âèäû íåîïðåäåë¼ííîñòåé, íàïðèìåð,∞−∞, 0 ·∞,
1∞,∞0. Äëÿ ðàñêðûòèÿ ýòèõ íåîïðåäåëåííîñòåé (òî åñòü äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëîâ â ýòèõ ñëó÷àÿõ) ñóùåñòâóþò ñïåöèàëü-
íûå ïðè¼ìû.
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Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→+∞

(
1 +

1

5x

)x
.

Ðåøåíèå. Ïðè x → +∞ ïîä çíàêîì ïðåäåëà îñíîâàíèå ñòåïåíè

(
1 +

1

5x

)
→ 1, ïðè

ýòîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè x→ +∞, ÷òî îçíà÷àåò íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 1∞. Ðàñêðîåì å¼,
ñâåäÿ äàííûé ïðåäåë êî 2-ìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó:

lim
x→+∞

(
1 +

1

5x

)x
= lim

x→+∞

((
1 +

1

5x

)5x
) 1

5

= e
1
5 = 5
√
e,

ïîñêîëüêó âûðàæåíèå

(
1 +

1

5x

)5x

→ e.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→+∞

(
x sin

1

x

)
.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì ïðåäåë, ñâåäÿ åãî ê 1-ìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó:

lim
x→+∞

x sin
1

x
= lim

x→+∞

sin 1
x

1
x

.

Òàê êàê 1
x → 0 ïðè x→ +∞, òî ïðåäåë ðàâåí 1.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
.

Ðåøåíèå. Åñëè óñòðåìèòü x → 1, òî îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
äðîáè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ (íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0

0). ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåîïðåäåë¼ííî-
ñòè, ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè è ñîêðàòèì íà îáùèé ìíîæèòåëü
(x− 1), êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè:

lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 1)

(2x+ 1)(x− 1)
= lim

x→1

x+ 1

2x+ 1
=

2

3
.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

(
x sin

1

x

)
.

Ðåøåíèå. Çäåñü íåò íåîïðåäåë¼ííîñòè. Õîòÿ lim
x→0

sin 1
x íå ñóùåñòâóåò, óìíîæåíèå ñèíóñà

íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôóíêöèþ x → 0 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò

è ðàâåí íóëþ êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè x íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ

sin 1
x . Îãðàíè÷åííîñòü ñèíóñà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà | sin

1
x | ≤ 1, âåðíîãî ïðè âñåõ x 6= 0.

2.3 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

¾Çàêîíû ìàòåìàòèêè, èìåþùèå êàêîå-ëèáî îòíîøåíèå ê ðåàëüíîìó ìèðó, íåíàäåæíû;

à íàäåæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàêîíû íå èìåþò îòíîøåíèÿ ê ðåàëüíîìó ìèðó¿.

À. Ýéíøòåéí (1879�1955), ôèçèê-òåîðåòèê, îäèí èç îñíîâàòåëåé ñîâðåìåííîé

òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå 1921 ãîäà.
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Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå.
Íåïðåðûâíîñòü � îäíî èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, âñå
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Èí-
òóèòèâíî ýòî ïîíÿòíî: ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, åñëè å¼ ãðàôèê íà èìååò
ðàçðûâîâ, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé îäíó ñïëîøíóþ ëèíèþ. Îäíàêî ýòî, êî-
íå÷íî íåëüçÿ ïðèçíàòü ñòðîãèì ìàòåìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì. Ñôîð-
ìóëèðóåì ýòî ïîíÿòèå ÷¼òêî, èñïîëüçóÿ ñðåäñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà.

Îïð. 1 (íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðå-
äåëåíà íà ìíîæåñòâå X, òî÷êà a ïðèíàäëåæèò X, ïðè÷¼ì ÿâëÿåòñÿ
åãî ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé
â òî÷êå a, åñëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå a ïðåäåë è ýòîò ïðåäåë
ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, ò.å.

lim
x→a

f(x) = f(a).

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
âîçìîæíîñòü ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì ôóíêöèè:

lim
x→a

f(x) = f(lim
x→a

x).

Ñôîðìóëèðóåì ýòî îïðåäåëåíèå åù¼ äâàæäû, ðàñêðûâ ïîíÿòèå ïðå-
äåëà âíà÷àëå ïî Êîø�è, à çàòåì ïî Ã�åéíå.

Îïð. 1' (íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ïî Êîøè). Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâà-
åòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíî ÷èñëà ε
íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x − a| < δ (ò.å. èç
δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè a), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− f(a)| < ε.

Îïð. 1� (íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ïî Ãåéíå). Ôóíêöèÿ f(x) íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê a ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè xn çíà÷åíèé å¼ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn) ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ f(a).

Äàëåå, ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå
X ⊆ R, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Òîò
ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, îáîçíà÷àþò
f(x) ∈ C(X).

Äîïîëíèòåëüíî.(∗) Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäåëîì, äëÿ ôóíêöèé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îäíîñòî-
ðîííåé íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå: òîëüêî ñïðàâà èëè ñëåâà. Òàê, ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ
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íåïðåðûâíîé ñïðàâà (ñëåâà) â òî÷êå a, åñëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå a ïðàâûé (ëåâûé)
ïðåäåë è ýòîò ïðåäåë ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, ò.å.

lim
x→a+0

f(x) = f(a) èëè lim
x→a−0

f(x) = f(a).

Òîãäà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà îòðåçêå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b], åñëè îíà íåïðåðûâíà íà
èíòåðâàëå (a, b), à òàêæå íåïðåðûâíà â òî÷êå a ñïðàâà, à â òî÷êå b � ñëåâà.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå).
Ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íåïðåðûâíà
â ýòîé òî÷êå êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà, ò.å. ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà è îíè
ðàâíû çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå a:

lim
x→a+0

f(x) = f(a) = lim
x→a−0

f(x).

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.
Èç âîçìîæíîñòè âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ôóíêöèÿ-
ìè, èìåþùèìè ïðåäåë, ñëåäóþò àíàëîãè÷íûå âîçìîæíîñòè äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿ-
ìè). Ïóñòü äâå ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè a è îáå íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà ôóíêöèè f(x)+g(x),
f(x)−g(x), f(x)·g(x) è f(x)/g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå a (â ñëó÷àå ÷àñò-
íîãî íóæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû g(a) áûëî îòëè÷íî îò
íóëÿ):

lim
x→a

(f(x)± g(x)) = f(a)± g(a),

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = f(a) · g(a),

lim
x→a

(f(x)/g(x)) = f(a)/g(a).

Ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè è å¼ íåïðåðûâíîñòü. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X ⊆ R çàäàíà ôóíêöèÿ g(x), è
ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì å¼ çíà÷åíèé. Òîãäà, åñëè íà ìíî-
æåñòâå G çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(g), òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X
çàäàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(g(x)), êîòîðóþ èíà÷å íàçûâàþò ¾ñó-
ïåðïîçèöèåé¿ ôóíêöèé f è g. Ïðè ýòîì ïåðåìåííóþ g èíîãäà íàçûâàþò
ïðîìåæóòî÷íûì àðãóìåíòîì.

Òåîðåìà (î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ g(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ f(g) íåïðåðûâíà â ñîîòâåòñòâóþùåé
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òî÷êå g0 = g(x0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(g(x)) êàê ôóíêöèÿ ïåðå-
ìåííîé x íåïðåðûâíà â òî÷êå x = x0.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 3
√

sinx, x ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé, òàê êàê å¼ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå y = f(g(x)), ãäå f(g) = 3

√
g, à g(x) = sinx. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îáåèõ

ôóíêöèé f(g) è g(x), äàííàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïåðâûå äâà ñâîé-
ñòâà êàñàþòñÿ ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè
íåïðåðûâíîñòè.1

1. Ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé â çàäàííîé
òî÷êå. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
a è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå, òî íàéä¼òñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
δ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

2. Îá óñòîé÷èâîñòè çíàêà íåïðåðûâíîé â äàííîé òî÷êå ôóíêöèè.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, íåïðå-
ðûâíà â ýòîé òî÷êå è å¼ çíà÷åíèå f(a) ïîëîæèòåëüíî (ñîîòâåòñòâåííî,
îòðèöàòåëüíî), òî íàéä¼òñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî ôóíê-
öèÿ f(x) ïîëîæèòåëüíà (ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíà) âñþäó â δ-
îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíîãäà íàçûâàþò ãëîáàëüíûìè â ñèëó òîãî, ÷òî îíè ïðèñóùè

ôóíêöèè íà öåëîì ìíîæåñòâå (íàïðèìåð, íà èíòåðâàëå èëè ñåãìåíòå).

3. 1-ÿ òåîðåìà Áîëüö�àíî-Êîø�è (î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé íà ñåã-
ìåíòå ôóíêöèè ÷åðåç íóëü ïðè ðàçíûõ çíàêàõ å¼ çíà÷åíèé íà êîíöàõ
ñåãìåíòà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b] è å¼ çíà-
÷åíèÿ íà êîíöàõ ýòîãî ñåãìåíòà f(a) è f(b) èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî
âíóòðè ñåãìåíòà [a, b] íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà c, çíà÷åíèå ôóíêöèè â êî-
òîðîé ðàâíî íóëþ.

4. 2-ÿ òåîðåìà Áîëüö�àíî-Êîø�è (î ïðîõîæäåíèè ôóíêöèè, íåïðåðûâ-
íîé íà ñåãìåíòå, ÷åðåç ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b], ïðè÷¼ì f(a) = α, f(b) = β. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà γ, çàêëþ÷¼ííîãî ìåæäó α è β, íà ñåãìåíòå [a, b]
íàéä¼òñÿ òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî f(c) = γ.

5. 1-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòð�àññà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
ñåãìåíòå [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ñåãìåíòå.

6. 2-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòð�àññà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
ñåãìåíòå [a, b], òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì ñåãìåíòå ñâîèõ òî÷íîé âåðõíåé

1Òåðìèí ¾ëîêàëüíîå¿ îçíà÷àåò, ÷òî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü â ìàëîé
îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè.
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è íèæíåé ãðàíåé, ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå x′, x′′ ∈ [a, b], ÷òî

f(x′) = sup
x∈[a,b]

f(x), f(x′′) = inf
x∈[a,b]

f(x).

Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà. Òî÷êè, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ
óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè, íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè.

Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå âèäû òî÷åê ðàçðûâà.

1. Òî÷êè ðàçðûâà 1-ãî ðîäà, èëè ¾ñêà÷�îê¿. Åñëè â òî÷êå a ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå íåðàâíûå ìåæäó ñîáîé îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(a − 0) è
f(a+ 0), òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sgnx èìååò â òî÷êå x = 0 ðàçðûâ 1-ãî ðîäà.

2. Òî÷êè ðàçðûâà 2-ãî ðîäà. Åñëè â òî÷êå a õîòÿ áû îäèí èç îäíî-
ñòîðîííèõ ïðåäåëîâ f(a − 0) èëè f(a + 0) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí
áåñêîíå÷íîñòè, òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè y =
1

x
òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà, òàê êàê

lim
x→+0

1

x
= +∞. Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà è äëÿ ôóíêöèè y = sin

1

x
,

ïîñêîëüêó lim
x→+0

sin
1

x
íå ñóùåñòâóåò.

3. Òî÷êè óñòðàíèìîãî ðàçðûâà. Åñëè â òî÷êå a ôóíêöèÿ f(x) èìååò
ïðåäåë, íî îí èëè íå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå,
ò.å. lim

x→a
f(x) 6= f(a), èëè æå ôóíêöèÿ f(x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå a,

òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà. Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèþ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî íåïðåðûâíîé, ïîëîæèâ â òî÷êå a å¼
çíà÷åíèå ðàâíûì ïðåäåëó â ýòîé òî÷êå.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y(x) =

{
x2, åñëè x 6= 0,

1, åñëè x = 0,
èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ â òî÷êå

x = 0.

Íà ñëåäóþùåé ëåêöèè äëÿ ôóíêöèé îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåí-
íîé áóäåò ââåäåíî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà, è ïîêàçà-
íî, êàê äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïîìîãàåò èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà
ôóíêöèé.
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3 ËÅÊÖÈß: Ôóíêöèè îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïå-

ðåìåííîãî: äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Èññëåäîâàíèå

ôóíêöèé ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäíîé

¾Ïåðâîå óñëîâèå, êîòîðîå íàäëåæèò âûïîëíÿòü â ìàòåìàòèêå,

� ýòî áûòü òî÷íûì, âòîðîå � áûòü ÿñíûì

è, íàñêîëüêî ìîæíî, ïðîñòûì¿.

Ë. Êàðíî

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

I. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå. Îäíîñòîðîííèå
ïðîèçâîäíûå. Ðàâåíñòâî îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ êàê íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå. Ôèçè÷åñêèé
è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñëû. Êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëü ê ãðàôèêó. Òàáëè-
öà ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (âêëþ÷àÿ ïðîèçâîäíûå îáðàò-
íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé). Àðèôìåòè÷å-
ñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè ïðîèçâîäíûå. Ïðîèçâîäíàÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíûå ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííûõ ôóíêöèé.

II. Äèôôåðåíöèàë. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå è íà ìíî-
æåñòâå. Ýêâèâàëåíòíîñòü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóùåñòâîâàíèþ êî-
íå÷íîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå. Ñâÿçü íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé 0

0 è ∞
∞ .

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ôîðìóëà
Ëåéáíèöà. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè è
íåÿâíî. Îñíîâíûå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ (Ôåðì�à,
Ð�îëëÿ, Ëàãð�àíæà è äð.). Ôîðìóëà Ò�åéëîðà. Ðàçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Ìàêë�îðåíà. Àñ�èìïòîòû è èõ êëàññè-
ôèêàöèÿ.

III. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ:
íàõîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè, òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñÿìè êîîðäèíàò, îïðåäåëåíèå ïðîìåæóòêîâ
çíàêîïîñòîÿíñòâà, èññëåäîâàíèå íà ÷¼òíîñòü/íå÷¼òíîñòü (íàëè÷èå îñåé
è öåíòðîâ ñèììåòðèè), ïåðèîäè÷íîñòü, íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü, ìîíîòîííîñòü, íàëè÷èå ëîêàëüíûõ è êðàåâûõ ýêñòðåìóìîâ,
àñ�èìïòîò, îïðåäåëåíèå ó÷àñòêîâ ðàçëè÷íîé âûïóêëîñòè è òî÷åê ïåðå-
ãèáà è ïðî÷.
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3.1 Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé

¾Â ìàòåìàòèêå óì èñêëþ÷èòåëüíî çàíÿò ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè ïîçíàâàíèÿ �

âðåìåíåì è ïðîñòðàíñòâîì, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäîáåí êîøêå,

èãðàþùåé ñîáñòâåííûì õâîñòîì¿.

À. Øîïåíãàóýð

Ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x)
îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b) è òî÷êà x0 ∈ (a, b). Äàäèì ïðèðàùåíèå
∆x àðãóìåíòó â òî÷êå x0 è ïîëó÷èì íîâóþ òî÷êó x0 + ∆x. Ïðèðàùå-
íèå àðãóìåíòà ∆x áóäåì ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëîæèòåëüíûì
èëè îòðèöàòåëüíûì, òàê ÷òîáû x0 + ∆x ∈ (a, b). Íàçîâ¼ì ïðèðàùåíè-
åì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà
∆x, ðàçíîñòü ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0).

Ðàññìîòðèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ
àðãóìåíòà ïðè ∆x→ 0:

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî åãî íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
y = f(x) â òî÷êå x = x0 è îáîçíà÷àþò:

f ′(x0), f
′(x)
∣∣∣
x=x0

, y′(x0),
df

dx

∣∣∣
x=x0

,
dy

dx

∣∣∣
x=x0

.

Îáîçíà÷èì x = x0 + ∆x, òîãäà ∆x = x− x0 è ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå
îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé:

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Áûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà X. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñî-
áîé ôóíêöèþ òîé æå ïåðåìåííîé x, îïðåäåë¼ííóþ íà ìíîæåñòâå X.
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sin x èìååò ïðîèçâîäíóþ íà âñ¼ì ìíîæåñòâå
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, è ýòà ïðîèçâîäíàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ
y = cosx, x ∈ R.
Îäíîñòîð�îííèå ïðîèçâîäíûå. Ïðàâîé (ëåâîé) ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî, ðàâíîå
ïðàâîìó (ëåâîìó) ïðåäåëó

f ′+(x0) = lim
∆x→+0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
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(
f ′−(x0) = lim

∆x→−0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

)
.

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðîèçâîäíîé â òî÷êå). Ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ
f ′(x0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â ýòîé
òî÷êå ñóùåñòâóþò è ðàâíû: f ′+(x0) = f ′−(x0) (= f ′(x0)).

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = |x| íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 = 0.
Âû÷èñëèì å¼ ëåâóþ è ïðàâóþ ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå:

f ′+(0) = lim
∆x→+0

|0 + ∆x| − |0|
∆x

= lim
∆x→+0

∆x

∆x
= 1;

f ′−(0) = lim
∆x→−0

|0 + ∆x| − |0|
∆x

= lim
∆x→−0

−∆x

∆x
= −1.

Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå f ′+(0) 6= f ′−(0), ñëåäîâàòåëüíî, f ′(0) íå ñóùåñòâóåò.

Ôèçè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Êàñà-
òåëüíàÿ è íîðìàëü. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ñîñòîèò â òîì,
÷òî îíà õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå. Áîëåå òî÷-
íî, ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïèñûâàåò çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
âäîëü ïðÿìîé ëèíèè (ò.å. çàâèñèìîñòü îò x ïóòè y, ïðîéäåííîãî òî÷êîé
îò íà÷àëà îòñ÷¼òà çà âðåìÿ x). Òîãäà ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå ∆y

∆x îïðåäå-
ëÿåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü òî÷êè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò x äî x+∆x. Â
òàêîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) êàê ïðåäåë ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ ïðè
∆x→ 0, îïðåäåëÿåò ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè x.

Îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó. Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè
y = f(x). Îòìåòèì íà í¼ì òî÷êèM0(x0, f(x0)) èM(x0+∆x, f(x0+∆x)).
ÏðÿìàÿM0M íàçûâàåòñÿ ñåêóùåé ãðàôèêà ôóíêöèè f(x). Óãîë ìåæäó
ñåêóùåé M0M è îñüþ Ox çàâèñèò îò ∆x, îáîçíà÷èì åãî êàê ϕ(∆x).

Êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé M0M ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè M ê òî÷-
êå M0 (òî åñòü ïðè ñòðåìëåíèè ïðèðàùåíèÿ ∆x ê íóëþ). Óãîë ϕ(∆x)
ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó óãëó ϕ0, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ óãëîì
íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê îñè Ox.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå
M(x0, f(x0)) èìååò âèä: y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Íîðìàëüþ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ M0 ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñà-
òåëüíîé.
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Òàê êàê óãëîâûå êîýôôèöèåíòû äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ íà
ïëîñêîñòè y = k1x+b1 è y = k2x+b2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì k2 = − 1

k1
, òî

óðàâíåíèå íîðìàëè ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå M(x0, f(x0))
èìååò âèä: y = f(x0)− 1

f ′(x0)(x− x0).

Òåîðåìà 2 (ñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì ïðîèçâîäíîé è íàëè÷è-
åì êàñàòåëüíîé â òî÷êå). Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ
â òî÷êå x0, òî â òî÷êå M0(x0, f(x0)) ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó
f(x), ïðè÷¼ì óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé êàñàòåëüíîé (ò.å. òàíãåíñ óãëà
ϕ0 íàêëîíà å¼ ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè Ox) ðàâåí ïðîèç-
âîäíîé f ′(x0): tgϕ0 = f ′(x0).

Îáðàòíîå òàêæå âåðíî: åñëè ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìååò êàñà-
òåëüíóþ â òî÷êåM0(x0, f(x0)), òî â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå x0 ôóíêöèÿ
èìååò ïðîèçâîäíóþ (âåðòèêàëüíîé êàñàòåëüíîé îòâå÷àåò áåñêîíå÷íàÿ
ïðîèçâîäíàÿ).

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1. Ñòåïåíí�àÿ ôóíêöèÿ: (xα)′ = αxα−1 (α ∈ R).

2. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ: (ax)′ = ax ln a (0 < a 6= 1), â ÷àñòíîñòè,
(ex)′ = ex.

3. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: (loga x)′ =
1

x ln a
(0 < a 6= 1, x > 0),

â ÷àñòíîñòè, (lnx)′ = 1/x.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè:
4. (sinx)′ = cosx, x ∈ R;
5. (cosx)′ = − sinx, x ∈ R;
6. (tg x)′ =

1

cos2 x
(cosx 6= 0);

7. (ctg x)′ = − 1

sin2 x
(sinx 6= 0).

Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè:

8. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1);

9. (arccosx)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1);

10. (arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ R;

11. (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ R.

56



Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè:

12. (shx)′ = chx, x ∈ R;
13. (chx)′ = shx, x ∈ R;
14. (thx)′ = 1/ch2 x, x ∈ R;
15. (cthx)′ = −1/sh2 x, x ∈ (−∞, 0)

⋃
(0,+∞).

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè
ïðîèçâîäíûå. Åñëè ôóíêöèè u = u(x), v = v(x) èìåþò ïðîèçâîä-
íûå â òî÷êå x, òî èõ ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå òàêæå
èìåþò â òî÷êå x ïðîèçâîäíûå, ïðè÷¼ì

(u± v)′ = u′ ± v′, (uv)′ = u′v + uv′,
(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2
(v 6= 0).

Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Åñëè ôóíêöèÿ g(x) èìååò ïðî-
èçâîäíóþ g′ â òî÷êå x, à ôóíêöèÿ f(g) èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′ â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òî÷êå g, òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ1 f(g(x)) èìååò ïðîèçâîäíóþ â
òî÷êå x, ïðè÷¼ì

(f(g(x)))′x = f ′g(g) · g′x(x), èëè ïðîñòî (f(g(x)))′ = f ′(g) · g′(x).

Íàïðèìåð, ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = sin3 x. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ. Â

ñàìîì äåëå, å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y = f(g) = g3, ãäå g(x) = sinx. Òîãäà (f(g(x)))′ =

f ′(g) · g′(x) = 3g2 · cosx. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì: (sin3 x)′ = 3 sin2 x · cosx.

Ïðîèçâîäíûå ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåíí�ûõ ôóíêöèé. Ïóñòü òðå-
áóåòñÿ íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = u(x)v(x) (u(x) > 0) â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè u(x), v(x) èìåþò ïðîèçâîäíûå â êàæäîé òî÷êå x
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X. Îáðàòèìñÿ ê ïðè¼ìó, ñîñòîÿùåìó â ïðåäâà-
ðèòåëüíîì ëîãàðèôìèðîâàíèè ôóíêöèè. À èìåííî, ïðîëîãàðèôìèðóåì
ýòî ðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ e:

ln y = ln(uv), èëè ln y = v lnu.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ñëåâà è ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà ðàâíû, òî èõ
ïðîèçâîäíûå òàêæå ðàâíû:

(ln y)′ = (v lnu)′ ⇔ 1

y
· y′ = v′ lnu+ v · u

′

u
,

îòêóäà íàõîäèì èñêîìóþ ïðîèçâîäíóþ

y′ = y

(
v′ lnu+

vu′

u

)
= uv

(
v′ lnu+

vu′

u

)
.

1Ñëîæíóþ ôóíêöèþ, èëè êîìïîçèöèþ ôóíêöèé, òàêæå îáîçíà÷àþò (f ◦ g)(x).
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Íàïðèìåð, ïóñòü íàäî íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = xx ïðè x > 0. Ïðîëîãàðèô-

ìèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: ln y = x lnx. Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ: y′/y = lnx + x · 1
x .

Óïðîùàÿ è óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà y, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì: y′ = xx(lnx+ 1).

3.2 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå. Äèôôå-
ðåíöèàë

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé â
ìàòåìàòèêå è èìååò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïðèëîæåíèé êàê â ñàìîé ìà-
òåìàòèêå, òàê è â äðóãèõ íàóêàõ.
Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðå-

äåëåíà â íåêîòîðîé äâóñòîðîííåé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íåïðåðûâíà
â ñàìîé òî÷êå x0. Òîãäà f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå
x0, åñëè å¼ ïðèðàùåíèå ∆y(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0) â ýòîé òî÷êå ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆x (∆x→ 0) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

∆y(x0) = A(x0)∆x+ o(∆x),

ãäå A(x0) � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò x0, íî íå çàâèñÿùàÿ îò
∆x, o(∆x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè, ÷åì ∆x (ïðè ∆x→ 0). Ñëàãàåìîå A(x0)∆x ÿâëÿåòñÿ çäåñü ãëàâíîé
(â ñðàâíåíèè ñ o(∆x)) ÷àñòüþ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, ïðè÷¼ì ýòà ãëàâ-
íàÿ ÷àñòü ëèíåéíà ïî ∆x.

Òåîðåìà 1 (ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ â òî÷êå è ñóùå-
ñòâîâàíèåì â ýòîé òî÷êå êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé). Ôóíêöèÿ y = f(x)
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò â
ýòîé òî÷êå êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x0). Ïðè ýòîì A(x0) â îïðåäåëå-
íèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðàâíà ïðîèçâîäíîé f ′(x0).

Îïåðàöèþ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2 (ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ è íåïðåðûâíî-
ñòüþ). Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà
íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = |x|
íåïðåðûâíà, íî íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0.

Äèôôåðåíöè�àë. Äèôôåðåíöè�àëîì 1-ãî ïîðÿäêà, èëè ïðîñòî äèô-
ôåðåíöèàëîì, ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèðà-
ùåíèþ ∆x, íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå f ′(x0)∆x, îáîçíà÷àåìîå dy(x0). Òî
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åñòü äèôôåðåíöèàë � ýòî ãëàâíàÿ (ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ∆x) ÷àñòü
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè.

Ñâîéñòâà è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà.

1) Ïðè ôèêñèðîâàííîì x0 äèôôåðåíöèàë dy ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé îò àðãóìåíòà ∆x (åñëè f ′(x0) = 0, òî dy ≡ 0).

2) Âîîáùå ãîâîðÿ, dy 6= ∆y. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ãðàôèê
ôóíêöèè y = f(x). Îòìåòèì íà í¼ì òî÷êè M0(x0, f(x0)) è M(x0 +
∆x, f(x0 + ∆x)). Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç H è P òî÷êè íà êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè H(x0+∆x, f(x0)); P (x0+∆x, f ′(x0)∆x+
f(x0)). Òîãäà òî÷êèM , P ,H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé;M0H⊥MH. Ïîëó-
÷àåì, ÷òî ∆y = f(x0 +∆x)−f(x0) = MH; dy = f ′(x0)∆x = PH. Èòàê,
dy 6= ∆y â îáùåì ñëó÷àå; êðîìå òîãî, ìû âûÿñíèëè ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë äèôôåðåíöèàëà: äèôôåðåíöèàë dy � ýòî îðäèíàòà ïðèðàùåíèÿ
êàñàòåëüíîé, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x.

Êàê âèäíî è èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà äèôôåðåíöèàëà, åñëè y =
f(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî å¼ äèôôåðåíöèàë ñîâïàäàåò ñ ïðèðàùå-
íèåì ôóíêöèè: dy = ∆y.

3) Åñëè x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, òî dx = x′∆x = 1 ·∆x = ∆x,
ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå:1

dy(x) = f ′(x)dx.

Åñëè ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà dx, òî ïîëó÷èì , ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ åñòü îòíîøåíèå äâóõ äèôôåðåíöèàëîâ:

dy

dx
= f ′(x).

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà çàïèñè ïðîèçâîäíîé.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ: d(sinx) = cosxdx, d(2x− 5) = (2x− 5)′dx = 2dx.

4) Åñëè ôóíêöèè u(x), v(x) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x, òî èõ ñóì-
ìà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå
x (÷àñòíîå ïðè óñëîâèè v(x) 6= 0), ïðè÷¼ì

d(u± v) = du± dv, d(uv) = vdu+ udv, d
(u
v

)
=
vdu− udv

v2
(v 6= 0).

5) Èíâàðèàíòíîñòü (ïîñòîÿíñòâî) ôîðìû 1-ãî äèôôåðåíöèàëà. Ïîêàæåì, ÷òî
ôîðìóëà äëÿ 1-ãî äèôôåðåíöèàëà dy(x) = f ′(x)dx ñîõðàíÿåò òàêîé æå âèä è â ñëó÷àå,

1Ýòî � îñíîâíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ 1-ãî ïîðÿäêà.
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êîãäà x íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé
íåêîòîðîé äðóãîé ïåðåìåííîé: x = x(t), t ∈ T. Òîãäà f(x) áóäåò ñëîæíîé ôóíêöèåé.
Îáîçíà÷èâ f(x(t)) = F (t), ïîëó÷èì

d(f(x(t))) = dF (t) = F ′(t)dt = (f ′x · x′t)dt = f ′x · (x′tdt) = f ′x · d(x(t)) = f ′(x)dx.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, êîòîðûå áóäóò ââåäåíû ïîçæå, ñâîéñòâî

èíâàðèàíòíîñòè óæå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü, êîãäà ââåäåíî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé, ðàññìîòðèì îäèí èç
óäîáíûõ ñïîñîáîâ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäà 0

0 è ∞∞ .

Ïðàâèëà Ëîïèò�àëÿ.1 Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ ôóíêöèé
f(x)
g(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðè x → a íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 0

0 , åñëè
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0. Ðàñêðûòü ýòó íåîïðåäåë¼ííîñòü çíà÷èò âû-

÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→a

f(x)
g(x) (ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò).

Òåîðåìà (1-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü äâå ôóíêöèè f(x) è g(x)
îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû âñþäó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè2 a, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé òî÷êè a. Ïóñòü, äàëåå,
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 è ïðîèçâîäíàÿ g′(x) îòëè÷íà îò íóëÿ âñþäó â

óêàçàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë lim

x→a
f ′(x)
g′(x) , òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim

x→a
f(x)
g(x) , ïðè÷¼ì

ýòè ïðåäåëû ðàâíû:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Íàïðèìåð, âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ äâóêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ïðåäåë
(ïðåäâàðèòåëüíî óáåäèâøèñü, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ):

lim
x→0

x− sinx

x3
= lim

x→0

1− cosx

3x2
= lim

x→0

sinx

6x
=

1

6

1Ãèé�îì Ôðàíñóà Ëîïèò�àëü (ôð. Guillaume Francois Antoine, marquis de L'Hospital; 1661�1704)
� ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, àâòîð ïåðâîãî ó÷åáíèêà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ìàðêèç. Ñûí
áîãàòûõ ðîäèòåëåé (îí ïðîèñõîäèë èç çíàòíîãî ðîäà è áûë ðîäñòâåííèêîì êàíöëåðà äå ë'Îïèòàëÿ),
ìàðêèç Ëîïèò�àëü ïîñòóïèë ñïåðâà â âîåííóþ ñëóæáó, íî ïî ñëàáîñòè çðåíèÿ âñêîðå îñòàâèë åå
è ïîñâÿòèë ñåáÿ íàóêàì. Ñîñòîÿë ÷ëåíîì Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê, ó÷àñòíèê ó÷åíîãî êðóæêà
Ìàëüáðàíøà. Â 1690-õ ãîäàõ çàíÿë âèäíîå ìåñòî â øêîëå Ëåéáíèöà, ñ íîâûì ìåòîäîì êîòîðîãî åãî
ïîçíàêîìèë Èîãàíí Áåðí�óëëè â 1692 âî âðåìÿ ñâîåãî ïðåáûâàíèÿ â Ïàðèæå â ïîìåñòüå Ëîïèòàëÿ.
Ãëàâíàÿ çàñëóãà Ëîïèòàëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðâîì ñèñòåìàòè÷åñêîì èçëîæåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà, äàííîå èì â ñî÷èíåíèè ¾Àíàëèç áåñêîíå÷íî ìàëûõ¿ (ôð. Analyse des in�niment petits
pour l'intelligence des lignes courbes, 1696). Â ýòîé êíèãå ñîáðàíû è ïðèâåäåíû â ñòðîéíîå öåëîå
îòäåëüíûå âîïðîñû, ðàçáðîñàííûå äî òîãî â ðàçíûõ ïîâðåìåííûõ èçäàíèÿõ, à òàêæå ïðèâîäèòñÿ
Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Â ïðåäèñëîâèè Ëîïèòàëü óêàçûâàåò, ÷òî áåç âñÿêîãî ñòåñíåíèÿ ïîëüçîâàëñÿ
îòêðûòèÿìè Ëåéáíèöà è áðàòüåâ Áåðíóëëè è ¾íå èìååò íè÷åãî ïðîòèâ òîãî, ÷òîáû îíè ïðåäúÿâèëè
ñâîè àâòîðñêèå ïðàâà íà âñå, ÷òî èì óãîäíî¿. Ñîâðåìåííèêîâ, îäíàêî, ñèëüíî îçàäà÷èëî òî, ÷òî
Èîãàíí Áåðíóëëè ïðåäúÿâèë ïðåòåíçèè íà âñå ñî÷èíåíèå Ëîïèòàëÿ öåëèêîì.

2Çäåñü a ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì ÷èñëîì, òàê è ñèìâîëîì ±∞.
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(çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè 1-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).

Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäà ∞∞ èñïîëüçóåòñÿ 2-å ïðàâèëî
Ëîïèòàëÿ.

Òåîðåìà (2-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü äâå ôóíêöèè f(x) è g(x)
îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû âñþäó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè a, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé òî÷êè a. Ïóñòü, äàëåå,
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ è ïðîèçâîäíàÿ g′(x) îòëè÷íà îò íóëÿ âñþäó â

óêàçàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë lim

x→a
f ′(x)
g′(x) , òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim

x→a
f(x)
g(x) , ïðè÷¼ì

ýòè ïðåäåëû ðàâíû:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðå-
äåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Åñëè ôóíêöèÿ f ′(x)
äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ (a, b), òî å¼ ïðîèçâîäíóþ,
ò.å. ÷èñëî (f ′(x))′|x0, íàçûâàþò âòîðîé ïðîèçâîäíîé (ïðîèçâîäíîé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà) ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò

f ′′(x0), f
(2)(x0), y

′′|x0, y(2)|x0,
d2f

dx2

∣∣∣
x0
.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë 2-é ïðîèçâîäíîé f ′′(x0) � ýòî óñêîðåíèå äâèæóùåéñÿ
òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè x0.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ f (n−1)(x) (n = 2, 3, . . . ) äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ (a, b), òî å¼ ïðîèçâîäíóþ (f (n−1)(x))′|x0 íàçûâàþò
n-é ïðîèçâîäíîé (ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà) ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå

x0 è îáîçíà÷àþò f (n)(x0), y(n)|x0,
dnf

dxn

∣∣∣
x0
. Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ,

f (n)(x)
∣∣∣
x0

= (f (n−1)(x))′
∣∣∣
x0
.

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà
â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà X, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ n ðàç äèôôåðåí-
öèðóåìà íà ìíîæåñòâå X. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî f (0)(x) = f(x).

Ïðèìåðû: (ex)(n) = ex, (ax)(n) = ax lnn a, (sinx)(n) = sin(x+ πn
2 ), (cosx)(n) = cos(x+ πn

2 ).

Ôîðìóëà Ë�åéáíèöà äëÿ n-é ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ôóíêöèé. Ïóñòü êàæäàÿ èç ôóíêöèé u(x) è v(x) n ðàç äèôôåðåíöèðó-
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åìà â òî÷êå x. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå u(x)v(x) òàêæå n ðàç äèôôåðåí-
öèðóåìî â òî÷êå x, ïðè÷¼ì n-þ ïðîèçâîäíóþ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî
íàéòè ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà:1

(uv)(n) =
n∑
k=0

Ck
nu

(n−k)v(k).

Ôîðìóëà Ëåéáíèöà íàïîìèíàåò áèíîì Íüþòîíà ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,
÷òî âìåñòî ñòåïåíåé u(x) è v(x) ìû âèäèì ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïîðÿäêîâ.

Îñîáåííî ýôôåêòèâíà ýòà ôîðìóëà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îäíà èç
ïåðåìíîæàåìûõ ôóíêöèé èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ
ïðîèçâîäíûõ.

Íàïðèìåð, âû÷èñëèì n-þ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x3ex. Ïîëîæèì â ôîðìóëå Ëåéá-
íèöà u = ex, v = x3, òîãäà v′ = 3x2, v′′ = 6x, v′′′ = 6, v(4) = v(5) = ... = 0. Èìååì

(x3ex)(n) = C0
n(ex)(n)(x3)(0) + C1

n(ex)(n−1)(x3)′ + C2
n(ex)(n−2)(x3)′′+

+C3
n(ex)(n−3)(x3)′′′ = exx3 + nex · 3x2 +

n(n− 1)

2
ex · 6x+

n(n− 1)(n− 2)

6
ex · 6 =

= (x3 + 3nx2 + 3n(n− 1)x+ n(n− 1)(n− 2))ex.

Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, à àðãóìåíò x ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé, ëèáî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé íåêî-
òîðîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t. Âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå x (îáîçíà÷åíèå d2f(x)) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò 1-ãî
äèôôåðåíöèàëà, ò.å.

d2f(x) = d(df(x)).

Âîîáùå, åñëè ôóíêöèÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî å¼ äèôôå-
ðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåí-
öèàëà (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, ò.å.

dnf(x) = d(dn−1f(x)).

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, 2-é äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x):

d2f(x) = d(df(x)) = d(f ′(x)dx) = d(f ′(x)) · dx+ f ′(x) · d(dx) =

1Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ë�åéáíèö (1646�1716) � ñàêñîíñêèé ôèëîñîô, ëîãèê, ìàòåìàòèê, ìåõàíèê,
ôèçèê, þðèñò, èñòîðèê, äèïëîìàò, èçîáðåòàòåëü è ÿçûêîâåä.
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= f ′′(x)(dx)2 + f ′(x)d2x.

Âìåñòî (dx)2 ïðèíÿòî ïèñàòü ïðîñòî dx2 (áåç ñêîáîê). Åñëè x ÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, òî d2x = 0 è âûðàæåíèå äëÿ 2-ãî äèôôåðåí-
öèàëà óïðîùàåòñÿ: d2f(x) = f ′′(x)dx2. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé x ïîëó÷àåì ïðîñòóþ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà
n-ãî ïîðÿäêà:

dnf(x) = f (n)(x)dxn.

Ôîðìóëà Ëåéáíèöà äëÿ n-ãî äèôôåðåíöèàëà ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ôóíêöèé ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû äëÿ
ïðîèçâîäíûõ, åñëè óìíîæèòü îáå ÷àñòè ôîðìóëû íà dxn. Èòàê, ïóñòü
êàæäàÿ èç ôóíêöèé u(x) è v(x) n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x.
Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå u(x)v(x) òàêæå n ðàç äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷-
êå x, ïðè÷¼ì n-é äèôôåðåíöèàë ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëå:

dn(uv) =
n∑
k=0

Ck
nd

n−kdkv,

ãäå d0u = u, d0v = v.
Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìû óæå âû÷èñëèëè n-þ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x3ex è

ïîëó÷èëè
(x3ex)(n) = (x3 + 3nx2 + 3n(n− 1)x+ n(n− 1)(n− 2))ex.

Òåïåðü ëåãêî íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ n-ãî äèôôåðåíöèàëà:

dn(x3ex) = (x3ex)(n)dxn = (x3 + 3nx2 + 3n(n− 1)x+ n(n− 1)(n− 2))exdxn.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè.
Ïóñòü çàâèñèìîñòü y îò x çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè, ò.å. ñèñòåìîé äâóõ
ôóíêöèé: x = x(t), y = y(t) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå t ∈ T . Ïóñòü îáå
ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû íà T , à ôóíêöèÿ x(t) ñòðîãî ìîíîòîííà íà
T (â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà çàäà¼ò îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ y = y(x)). Êàê
íàéòè ïðîèçâîäíóþ y ïî x?

Êîíå÷íî, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âûðàçèòü èç ðàâåíñòâà x = x(t) ïåðå-
ìåííóþ t ÷åðåç ïåðåìåííóþ x (ò.å. ïîëó÷èòü t = t(x)) è ïîäñòàâèòü
âìåñòíî t â y = y(t). Òîãäà ìû íàéä¼ì ÿâíîå âûðàæåíèå y îò x è ñìî-
æåì ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü îáû÷íûì îáðàçîì. Îäíàêî ìîæíî ïîñòó-
ïèòü èíà÷å è ïðîùå. Çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ y′(x) â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå è çàòåì ïîäåëèì îäíîâðåìåííî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðî-
áè íà dt. Òîãäà â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå îáðàçóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
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ïðîèçâîäíûå dy
dt è dx

dt , êîòîðûå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ (êàê ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèé x(t) è y(t), çàäàííûõ ÿâíî). Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðîèçâîäíîé dy

dx îêàçûâàåòñÿ ðåøåíà:

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=
y′t
x′t
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ y′(x) ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè{

x(t) = t3 + 2t,

y(t) = arctg t.

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå t. Èìååì

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=

(arctg t)′

(t3 + 2t)′
=

1/(1 + t2)

3t2 + 2
=

1

(1 + t2)(3t2 + 2)
.

Çàìåòèì, ÷òî íàéäåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà t. ×òîáû íàéòè, íàïðèìåð,

y′(x) â òî÷êå t = 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò x(0) = 0), ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ

ïðîèçâîäíîé t = 0: y′x

∣∣∣
t=0

= 1
2 .

Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè.Ïóñòü ôóíê-
öèÿ y = y(x) çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, íå ðàçðåø¼ííûì
îòíîñèòåëüíî y. Êàê íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′(x)? Êîíå÷íî, ìîæíî ïîïû-
òàòüñÿ âûðàçèòü èç íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ y ÷åðåç x è çàòåì ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàòü, îäíàêî ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî, ê òîìó æå ñóùåñòâóåò
äðóãîé � áîëåå ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì åãî ñóòü.
Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè F (ñåé÷àñ íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ), ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ïî ïåðåìåííîé x ðàâåíñòâî F (x, y(x)) = 0 êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ, ò.å.
ñ ó÷¼òîì y = y(x), è èç ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ðàâåíñòâà îñòàíåòñÿ
âûðàçèòü èñêîìóþ ïðîèçâîäíóþ.

Ðàññìîòðèì ýòîò ïðè¼ì íà ïðèìåðå ôóíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì xy2− 5x+
ln y = 0. ×òîáû íàéòè y′(x), ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x ýòî ðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî y
çàâèñèò îò x, è çàòåì âûðàçèì îòòóäà y′:

y2 + 2xyy′ − 5 +
y′

y
= 0 ⇒ y′ =

5− y2

2xy + 1
y

.

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ïðîèçâîäíàÿ (çàìåòèì, ÷òîáû å¼ âû÷èñëèòü, íàäî çíàòü íå òîëüêî

çíà÷åíèå x, íî è y). ×òîáû íàéòè y′′(x), íàäî åù¼ ðàç ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî x ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî è ò.ä.
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3.3 10 îñíîâíûõ òåîðåì î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ

Òåîðåìà 1 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè â òî÷êå).
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è f ′(x0) > 0 (ñîîò-
âåòñòâåííî, f ′(x0) < 0), òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) â òî÷êå
x0.

Ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x3

èìååò â òî÷êå x0 = 0 íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ, îäíàêî ñòðîãî âîçðàñòàåò
â ýòîé òî÷êå.

Òåîðåìà 1' (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåñòðîãîé ìî-
íîòîííîñòè íà èíòåðâàëå). Äëÿ òîãî ÷òîáû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà
èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàëà (ñîîòâåòñòâåííî, íå âîçðàñ-
òàëà) íà ýòîì èíòåðâàëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ
ýòîé ôóíêöèè áûëà íåîòðèöàòåëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, íåïîëîæèòåëü-
íîé) âñþäó íà ýòîì èíòåðâàëå.

Òåîðåìà 1� (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè íà èí-
òåðâàëå äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè). Äëÿ òîãî ÷òîáû äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàëà (ñîîòâåòñòâåí-
íî, óáûâàëà) íà ýòîì èíòåðâàëå, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ ýòîé
ôóíêöèè áûëà ïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíîé) âñþäó
íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü (ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëü-
íîñòü) ïðîèçâîäíîé f ′(x) íà èíòåðâàëå (a, b) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì âîçðàñòàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, óáûâàíèÿ) ôóíêöèè f(x) íà èí-
òåðâàëå (a, b). Òàê, ôóíêöèÿ y = x3 âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (−1, 1), íî
ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè f ′(x) = 3x2 íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïîëîæèòåëü-
íîé íà ýòîì èíòåðâàëå (îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå x = 0).

Òåîðåìà 2 (Ôåðìà́, èëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà äèôôåðåíöèðóåìîé â äàííîé òî÷êå ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ f(x)
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðå-
ìóì, òî f ′(x0) = 0.

Òåîðåìà 3 (Ðî́ëëÿ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå
[a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà, ïðè÷¼ì
f(a) = f(b), òî âíóòðè ýòîãî ñåãìåíòà íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ, ïðîèçâîäíàÿ
f ′(ξ) â êîòîðîé ðàâíà íóëþ.
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Òåîðåìà Ðîëëÿ èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: åñëè íà êîíöàõ
îòðåçêà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ, òî íà êðèâîé y = f(x)
íàéä¼òñÿ òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé ïàðàëëåëüíà îñè àáñ-
öèññ Ox.

Òåîðåìà 4 (Ëàãðà́íæà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåí-
òå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà, òî
âíóòðè ýòîãî ñåãìåíòà íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà Ëàãðàíæà:

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà òåîðåìû Ëàãðàíæà çàìåòèì,
÷òî âåëè÷èíà f(b)−f(a)

b−a ÿâëÿåòñÿ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ñåêóùåé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(a, f(a)) è B(b, f(b)) êðèâîé y = f(x), à f ′(ξ) ÿâ-
ëÿåòñÿ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x), ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó C(ξ, f(ξ)). Ôîðìóëà Ëàãðàíæà îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó
òî÷êàìè A è B íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà C, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé ïàðàë-
ëåëüíà ñåêóùåé AB.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b], äèô-

ôåðåíöèðóåìà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà, ïðè÷¼ì âñþäó íà
èíòåðâàëå (a, b) å¼ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ðàâíà íóëþ, òî ôóíêöèÿ f(x) ñî-
õðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà îòðåçêå [a, b].

Òåîðåìà 5 (1-å äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè c äëÿ
íåêîòîðîãî δ > 0 è íåïðåðûâíà â òî÷êå c. Òîãäà

1) åñëè f ′(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ (c − δ, c) è f ′(x) < 0 ïðè âñåõ x ∈
(c, c+ δ), òî c � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà f(x);

2) åñëè f ′(x) < 0 ïðè âñåõ x ∈ (c − δ, c) è f ′(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈
(c, c+ δ), òî c � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà f(x);

3) åñëè f ′(x) íå ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó c, òî ýêñòðå-
ìóìà â ýòîé òî÷êå íåò.

Òåîðåìà 6 (2-å äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c, ïðè÷¼ì
f ′(c) = 0, è ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ f ′′(c). Òîãäà, åñëè f ′′(c) < 0
(f ′′(c) > 0), òî c � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà)
f(x).

Òåîðåìà 7 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ f(x)
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è f ′′(x) ≤ 0 (f ′′(x) ≥ 0)
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äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (a, b), òî f(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ (âíèç) íà
(a, b).

Òåîðåìà 8 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà). Ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c è òî÷êà M(c, f(c)) ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïåðåãèáà f(x). Òîãäà f ′′(c) = 0.

Òåîðåìà 9 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè c (äëÿ
íåêîòîðîãî δ > 0) è ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(c). Òîãäà, åñëè f ′′(x) èìååò
ðàçíûå çíàêè íà èíòåðâàëàõ (c− δ, c) è (c, c+ δ), òî c � òî÷êà ïåðåãèáà
ãðàôèêà f(x).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ôîðìóëèðóåò óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-
ðûõ ôóíêöèþ â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè ìîæíî ïðèáëèçèòü àëãåá-
ðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. Ýòî è åñòü çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà Òǻéëîðà, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ôîðìóë ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
è èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 10 (ôîðìóëà Òǻéëîðà � î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè ìíîãî-
÷ëåíîì). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) (n − 1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a è n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â ñàìîé
òî÷êå a. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x èç óêàçàííîé îêðåñòíîñòè ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå:

f(x) = f(a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+

f ′′(a)

2!
(x−a)2+...+

f (n)(a)

n!
(x−a)n+o((x−a)n),

ãäå o((x− a)n) (÷èòàåòñÿ ¾o¿-ìàëîå îò (x− a)n) åñòü íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè x → a áûñòðåå, ÷åì áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ôóíêöèÿ (x− a)n.

Â ýòîé ôîðìóëå âûðàæåíèå o((x−a)n) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåà́íî
(ñóùåñòâóþò è äðóãèå ôîðìû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà). Îñòàòî÷íûé ÷ëåí âíîñèò ñàìûé ìàëûé
âêëàä â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, è åñëè èì ïðåíåáðå÷ü, òî ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì n-é
ñòåïåíè:

f(x) ≈ f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + ...+

f (n)(a)

n!
(x− a)n.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû âûïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà â òî÷êå a = 0, òî
ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ ôîðìóëó Ìàêëî́ðåíà1:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn + o(xn).

Åñëè æå ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî
å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñòåïåííûì ðÿäîì Òåéëîðà, ò.å. ðàçëîæèòü â áåñ-
êîíå÷íóþ ñóììó ñòåïåííûõ ôóíêöèé:

f(x) =
+∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

Â ñëó÷àå a = 0 ýòîò ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ìàêëî́ðåíà.

Ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn),

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n+1x2n−1

(2n− 1)!
+ o(x2n),

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ o(x2n+1),

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1xn

n
+ o(xn),

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 + . . .

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn + o(xn).

Íà èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà2 îñíîâàí îäèí èç âàæíåéøèõ
ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð:

lim
x→0

x− sinx

x3
= lim

x→0

x−
(
x− x3

3! + o(x4)
)

x3
= lim

x→0

(
1

6
+ o(x)

)
=

1

6
.

1Êî́ëèí ÌàêËî́ðåí (1698�1746) � øîòëàíäñêèé ìàòåìàòèê. Â 1709 ã. ïîñòóïèë â óíèâåðñèòåò ãî-
ðîäà Ãëàçãî, ãäå ó íåãî ðàçâèëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè. Â 15 ëåò îí óæå îòêðûë íåñêîëüêî
òåîðåì. Â 1717 ã., â âîçðàñòå 19 ëåò, ñòàë ïðîôåññîðîì ìàòåìàòèêè, âîçãëàâèâ êàôåäðó.

2Ñì., íàïðèìåð, Øêîëà Îïîéöåâà (ëåêöèÿ èçâåñòíîãî ìàòåìàòèêà î ðàçëîæåíèè ôóíêöèé ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà) ïî ññûëêå: https://oschool.ru/lecture/Ek0SFP7fg
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Ïîíÿòèå àñ�èìïòîò ãðàôèêà ôóíêöèè.
Ïðÿìàÿ x = a íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñ�èìïòîòîé ê ãðàôè-

êó ôóíêöèè y = f(x), åñëè õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ
lim

x→a−0
f(x) èëè lim

x→a+0
f(x) ðàâåí +∞ èëè −∞.

Íàïðèìåð, ãðàôèê äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè y = 1/x èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó

x = 0.

Ïðÿìàÿ y = kx + b íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé àñ�èìïòîòîé ê ãðàôèêó
ôóíêöèè y = f(x) ïðè x→ +∞, åñëè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ôóíê-
öèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå f(x) = kx+b+α(x), ãäå α(x)→ 0 ïðè x→ +∞.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àñ�èìïòîòà ïðè x → −∞. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
k = 0, òî ïðÿìóþ y = b íàçûâàþò ãîðèçîíòàëüíîé àñ�èìïòîòîé.

×òîáû íàéòè íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = kx + b ê ãðàôèêó f(x) ïðè
x→ +∞, íàäî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû k è b:

k = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x)− kx).

Åñëè îáà ïðåäåëà ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû, òî âû íàøëè àñèìïòîòó. Åñëè
æå õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò èëè îáðàùàåòñÿ â
áåñêîíå÷íîñòü, òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íàêëîííàÿ àñèìïòîòà íå
ñóùåñòâóåò. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ àñèìïòîòà ïðè x→ −∞.

3.4 Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè è ïîñòðîåíèÿ ãðà-
ôèêà

Íà âîïðîñ Ãðèãîðèþ Ïåðåëüìàíó, ïî÷åìó îí îòêàçàëñÿ îò ìèëëèîíà $, ïðèñóæä¼ííîãî
åìó èíñòèòóòîì Êëýÿ çà äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ïóàíêàðå � çàãàäêè òûñÿ÷åëåòèÿ,

êîòîðàÿ íå ïîääàâàëàñü íèêîìó áîëåå 100 ëåò, òîò îòâåòèë:1

¾ß çíàþ, êàê óïðàâëÿòü Âñåëåííîé. È ñêàæèòå � çà÷åì æå ìíå áåæàòü çà

ìèëëèîíîì?¿

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íåîáõîäèìî âûïîëíèòü
å¼ èññëåäîâàíèå, ïðèäåðæèâàÿñü ñëåäóþùåé ñõåìû (ïîðÿäîê ïóíêòîâ
ìîæíî ìåíÿòü).
1) Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Df ôóíêöèè.
2) Íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé Ef ôóíêöèè. Óêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíê-

öèÿ îãðàíè÷åííîé (ñíèçó, ñâåðõó, ñ äâóõ ñòîðîí). Íàéòè å¼ òî÷íûå ãðàíè
(à åñëè îíè äîñòèãàþòñÿ, òî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ).

1http://www.softmixer.com/2011/04/blog-post-7779.html
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3) Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò,
ò.å. âû÷èñëèòü f(0) è íóëè ôóíêöèè (òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, â êî-
òîðûõ f(x) = 0).
4) Íàéòè ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè (ãäå ôóíêöèÿ ïðè-

íèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ãäå � îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ).
5) Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x) ÷¼òíîé, íå÷¼òíîé èëè

ôóíêöèåé îáùåãî âèäà (ò.å. íè ÷¼òíîé, íè íå÷¼òíîé). Åñòü ëè ó íå¼
äðóãèå îñè è öåíòðû ñèììåòðèè.
6) Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Åñëè äà, òî

íàéòè å¼ (ãëàâíûé � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé) ïåðèîä.
7) Íàéòè ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè äàííîé ôóíêöèè è òî÷êè ðàç-

ðûâà å¼ ãðàôèêà (åñëè îíè èìåþòñÿ). Â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà óêàçàòü
ëåâûé è ïðàâûé îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè è å¼ çíà÷åíèå â ñàìîé
òî÷êå ðàçðûâà (åñëè îíè îïðåäåëåíû). Íàéòè âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû
ê ãðàôèêó f(x) (åñëè îíè èìåþòñÿ). Îõàðàêòåðèçîâàòü òî÷êè ðàçðûâà.
8) Óêàçàòü îáëàñòè, ãäå ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà, âû÷èñ-

ëèòü ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x). Îòìåòèòü òî÷êè, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå
ñóùåñòâóåò, íî åñòü îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Âû÷èñëèòü â êàæäîé
èç òàêèõ òî÷åê ïðàâóþ è ëåâóþ ïðîèçâîäíûå. Ýòî ïîìîæåò áîëåå òî÷íî
èçîáðàçèòü ãðàôèê f(x) â îêðåñòíîñòè óêàçàííûõ òî÷åê.
9) Óêàçàòü (ïî çíàêó ïðîèçâîäíîé) èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíê-

öèè.
10) Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ íàäî íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà (â êîòîðûõ

f ′(x) = 0 ëèáî f ′(x) íå ñóùåñòâóåò), è ïðîâåðèòü, èìååòñÿ ëè â íèõ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì,

èëè íåò. Åñëè ýêñòðåìóì åñòü, òî îõàðàêòåðèçîâàòü åãî (ñòðîãèé èëè íåò, ìàêñèìóì èëè

ìèíèìóì, êàêîâî çíà÷åíèå ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå). Âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ýòîãî äîñòà-

òî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà èëè åãî îïðåäåëåíèåì.

11) Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïðè x → ±∞ (åñëè ýòî âîç-
ìîæíî), â îáùåì ñëó÷àå � â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Íàéòè íàêëîííûå àñ�èìïòîòû ê ãðàôèêó ôóíêöèè.

×òîáû íàéòè íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè x→ +∞, ñëåäóåò çàïèñàòü å¼ óðàâíåíèå y =
kx+ b, à çàòåì íàéòè êîýôôèöèåíòû ïî ôîðìóëàì:

k = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x)− kx).

Àñèìïòîòà ñóùåñòâóåò, åñëè îáà ïðåäåëà ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû. Àíàëîãè÷íî èùåòñÿ

àñèìïòîòà ïðè x→ −∞.
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12) Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà âûïóêëîñòü.
Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âû÷èñëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ′′(x), îòìåòèâ êðèòè÷å-

ñêèå òî÷êè 2-ãî ðîäà, â êîòîðûõ f ′′(x) ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò. Ïî çíàêó âòîðîé

ïðîèçâîäíîé f ′′(x) îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà ââåðõ

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, âíèç.

13) Èññëåäîâàòü ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè íà íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãè-
áà. Òî÷êè ïåðåãèáà âîçìîæíû òàì, ãäå f ′′(x) = 0 èëè f ′′(x) íå ñóùå-
ñòâóåò (êðèòè÷åñêèå òî÷êè 2-ãî ðîäà). Â òî÷êå ïåðåãèáà ãðàôèê ôóíê-
öèè äîëæåí èìåòü êàñàòåëüíóþ. Âîñïîëüçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâè-
åì òî÷êè ïåðåãèáà èëè å¼ îïðåäåëåíèåì.

Çàâåðøèòü èññëåäîâàíèå ïîñòðîåíèåì ýñêèçà ãðàôèêà ôóíêöèè.

Äàííàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ, â îñíîâíîì, ñîáëþäàåòñÿ è ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ êðè-

âûõ, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè è íåÿâíî, à òàêæå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = sinx è ïîñòðîèòü å¼ ãðàôèê.

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(sinx) = (−∞,+∞), ò.å. îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âñ¼ ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

2) Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(sinx) = [−1, 1]. Îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè
çíà÷åíèé ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è
ñíèçó (ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïîëàãàåòñÿ â ïîëîñå, îãðàíè÷åííîé äâóìÿ
ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè y = −1 è y = 1). Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
(sup sinx) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x = π

2 + 2πn è ðàâíà 1 (ñîâïàäàåò ñ
íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè). Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (inf sin x) äî-
ñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x = −π

2 + 2πn è ðàâíà −1 (ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì
çíà÷åíèåì ôóíêöèè).

3) Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ãðàôèê ôóíê-
öèè ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êàõ x = πn, n ∈ Z. Âòîðóþ êîîðäè-
íàòíóþ îñü Oy ãðàôèê ïåðåñåêàåò â åäèíñòâåííîé òî÷êå ñ îðäèíàòîé
y = sin 0 = 0.

4) Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè:

sinx > 0 ⇔ x ∈ (2πn, π + 2πn),

sinx < 0 ⇔ x ∈ (π + 2πn, 2π + 2πn).

5) ×¼òíîñòü (íå÷¼òíîñòü). Ôóíêöèÿ y = sin x ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé
(sin(−x) = − sinx ïðè âñåõ x ∈ R). Ãðàôèê ôóíêöèè öåíòðàëüíî ñèì-
ìåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî òî÷êè íà÷àëà êîîðäèíàò. Áîëåå òîãî, ýòîò ãðà-
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ôèê èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåíòðîâ ñèììåòðèè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
(πn, 0), n ∈ Z.

6) Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ïðè÷¼ì íàè-
ìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè ðàâåí 2π.

7) Íåïðåðûâíîñòü. Ôóíêöèÿ y = sinx ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

8) Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôóíêöèÿ y = sinx äèôôåðåíöèðóåìà íà
âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì (sinx)′ = cosx.

9) Ìîíîòîííîñòü. Ôóíêöèÿ y = sinx íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà
âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, îäíàêî îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà îòäåëü-
íûõ ïðîìåæóòêàõ, à èìåííî: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò òàì, ãäå (sinx)′ =
cosx > 0, è óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ, ãäå (sinx)′ = cosx < 0. Ðåøàÿ
ýòè íåðàâåíñòâà, íàõîäèì ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè:

âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëàõ (−π/2 + 2πn, π/2 + 2πn),

óáûâàåò íà èíòåðâàëàõ (π/2 + 2πn, 3π/2 + 2πn), n ∈ Z.
10) Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû. Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàé-

ä¼ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà (òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà):
cosx = 0 ⇔ x = π

2 + πn. Ïðè ýòîì â òî÷êàõ x = π/2 + 2πn ïðî-
èçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ + íà −, à â òî÷êàõ x = −π/2 + 2πn, íàîáîðîò,
ñ − íà +. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ y = sinx èìååò áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, ðàâíûõ åäèíèöå, â òî÷êàõ x = π/2 + 2πn,
è áåñêîíå÷íî ìíîãî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ðàâíûõ ìèíóñ åäèíèöå, â
òî÷êàõ x = −π/2 + 2πn, n ∈ Z.

11) Àñèìïòîò ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò (âåðòèêàëüíûõ è íàêëîí-
íûõ � èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, à ãîðèçîíòàëüíûõ � ïîñêîëüêó
íå ñóùåñòâóåò lim

x→±∞
sinx).

12) Âûïóêëîñòü. Íàéä¼ì (sinx)′′ = − sinx. Ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ
òàì, ãäå å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà, è âûïóêëà âíèç, ãäå å¼
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà. Ðåøàÿ íåðàâåíñòâà, íàõîäèì: ôóíê-
öèÿ âûïóêëà âíèç íà èíòåðâàëàõ (−π+ 2πn, 2πn) è âûïóêëà ââåðõ ïðè
x ∈ (2πn, π + 2πn), n ∈ Z.

13) Òî÷êè ïåðåãèáà. Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò òî÷êè ïåðåãèáà ñ êîîð-
äèíàòàìè (πn, 0), n ∈ Z (â ýòèõ òî÷êàõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ
â íóëü è ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòè òî÷êè ìåíÿåò ñâîé çíàê).

Îïèðàÿñü íà èññëåäîâàííûå âûøå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèé ãðàôèê, íàçûâàåìûé ñèíóñîèäîé (ñì. íèæå).
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè y = sinx

4 ËÅÊÖÈß: Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåë¼ííûé èí-

òåãðàë. Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

¾Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ íå â òîì, ÷òîáû ó÷èòü ìàòåìàòèêå,

à â òîì, ÷òîáû ïðè ïîñðåäñòâå ìàòåìàòèêå äèñöèïëèíèðîâàòü óì¿.

Â. Øðàäåð (1817�1907), íåìåöêèé ïåäàãîã.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

I. Ïîíÿòèå ïåðâî�îáðàçíîé è íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà è èõ
ñâîéñòâà. Òàáëèöà íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ. Îñíîâíûå ìåòîäû èí-
òåãðèðîâàíèÿ: ñâåäåíèå ê òàáëè÷íûì èíòåãðàëàì, çàìåíà ïåðåìåííîé,
èíòåãðèðîâàíèå ¾ïî ÷àñòÿì¿.

II. Ïîíÿòèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà êàê ïðåäå-
ëà èíòåãðàëüíîé ñóììû. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÎÈ êàê ïëîùàäè
êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíûõ, êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ è ìîíîòîííûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé. Èíòåãðàë ñ ïåðåìåí-
íûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé ó ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé íà èíòåðâàëå ôóíêöèè. Ïðèìåðû íåèíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó
ôóíêöèé (ôóíêöèÿ Äèðèõëå; íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè; ôóíêöèè, çà-
äàííûå íà áåñêîíå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ). Ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííîãî èíòå-
ãðàëà. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà êàê îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåãðàëü-
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íîãî èñ÷èñëåíèÿ (ñâÿçü îïðåäåë¼ííîãî è íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëîâ).
Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ: ñâåäåíèå ê òàáëè÷íûì èíòåãðàëàì,
çàìåíà ïåðåìåííîé, èíòåãðèðîâàíèå ¾ïî ÷àñòÿì¿.

III. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà: âû÷èñëåíèå ïëî-
ùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà, äëè-
íû äóãè ïëîñêîé êðèâîé, îáú¼ìà è ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåëà âðàùåíèÿ
è äð.
IV. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû I è II ðîäà êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ

ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (Ðèìàíà). Ñõîäèìîñòü è ðàñõîäèìîñòü.

Ëèòåðàòóðà:
[1]. Ðàçä. 4 (Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå è äèô. óðàâíåíèÿ). Ãë. 10

(Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë). Ãë. 11 (Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë).
[2] ×àñòü 1 (Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé).

Ãë. 7 (Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë). Ãë. 8 (Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë)
[3] Ãë. 12 (Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë). Ãë. 13 (Îïðåäåë¼ííûé èíòå-

ãðàë).

¾Îáùåîáðàçîâàòåëüíîå çíà÷åíèå êóðñà ìàòåìàòèêè, êàê è ëþáîãî äðóãîãî

ïðåäìåòà, ñîñòîèò ïðåæäå âñåãî â òåõ îáùèõ ïîíÿòèÿõ, êîòîðûå îí äà¼ò è

êîòîðûå ðàñøèðÿþò êðóãîçîð è ñïîñîáû ïîäõîäà ÷åëîâåêà ê ÿâëåíèÿì æèçíè.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêà âàæíà, âî-ïåðâûõ, ñâîåé ëîãèêîé,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è òî÷íîñòüþ âûâîäîâ. Âî-âòîðûõ, ìàòåìàòèêà ïîëåçíà

òåì, ÷òî îíà òðóäíà. Å¼ àáñòðàêòíûå ñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ òðåáóþò áîëüøèõ è

äëèòåëüíûõ óìñòâåííûõ óñèëèé, òðåáóþò íå ñòîëüêî ïàìÿòè, ñêîëüêî ïîíèìàíèÿ

è ñîîáðàæåíèÿ¿.

À.Ä. Àëåêñàíäðîâ (1912�1999), ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê,

ôèçèê, ôèëîñîô; àëüïèíèñò.

4.1 Ïåðâîî́áðàçíàÿ è íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî å¼ èçâåñòíîé ïðîèçâîä-
íîé. Ýòî âàæíåéøàÿ çàäà÷à èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, íàçûâàåìàÿ èí-
òåãðèðîâàíèåì. Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïðîöå-
äóðå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïîíÿòèå ïåðâî�îáðàçíîé.1 Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b), âîçìîæíî
áåñêîíå÷íîì, îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé
f(x). Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâî�îáðàçíîé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíê-

1Çäåñü ¾ïëàâàþùåå¿ óäàðåíèå, âñòðå÷àåòñÿ òàêæå óäàðåíèå íà ¾à¿: ïåðâîîáð�àçíàÿ. Ñì. ññûëêó:
http://slovonline.ru/slovar el fonetic/b-16/id-92182/pervoobraznyj.html

74



öèè f(x) íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè â ëþáîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà ôóíê-
öèÿ F (x) äèôôåðåíöèðóåìà è èìååò ïðîèçâîäíóþ F ′(x), ðàâíóþ f(x).
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ sinx ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè cosx
íà ìíîæåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, ïîñêîëüêó (sinx)′ = cosx.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà (a, b) õîòÿ áû îäíó ïåð-
âîîáðàçíóþ ôóíêöèþ F (x), òî îíà èìååò íà ýòîì èíòåðâàëå ñðàçó áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ, ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà
F (x) + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òàêæå áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåíèþ ïåðâîîáðàçíîé. Áîëåå òîãî, åñëè F (x) �
îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà (a, b), òî ëþáàÿ äðóãàÿ
ïåðâîîáðàçíàÿ F (x) äëÿ ýòîé ôóíêöèè íà äàííîì èíòåðâàëå èìååò âèä
F (x) = F (x)+C, ãäå C � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðà-
çîì, ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå îäíîé ôóíêöèè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî
íà êîíñòàíòó.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà (a, b), èìååò íà ýòîì ìíîæåñòâå
ïåðâîîáðàçíóþ, òî îíà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà í¼ì.

Ïîíÿòèå íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåð-
âîîáðàçíûõ ôóíêöèé äëÿ äàííîé ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå (a, b) íà-
çûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) íà ýòîì ìíî-
æåñòâå è îáîçíà÷àåòñÿ ∫

f(x)dx = F (x) + C,

ãäå F (x) � ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) íà (a, b), C � ïðîèçâîëüíàÿ
äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðè ýòîì ñèìâîë

∫
íàçûâàåòñÿ çíàêîì èíòå-

ãðàëà, f(x) � ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé (åñëè èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, òî
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé), f(x)dx � ïîäûíòåãðàëüíûì âû-
ðàæåíèåì, x � ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, à dx � å¼ äèôôåðåíöèàëîì.
Íàïðèìåð,

∫
0dx = C,

∫
dx = x+ C,

∫
cosxdx = sinx+ C.

Èíòåãðàëû, âûðàæàåìûå è íåâûðàæàåìûå â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ.

Òðóäíîñòü èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ñðàâíèòåëüíî ñ äèôôåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíè-

åì ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè ìîæåò íå áûòü

ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé. Äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåí-

òàðíûå ôóíêöèè (ò.å., êàê ãîâîðÿò, áåð¼òñÿ â êîíå÷íîì âèäå), íåò åäèíûõ ðåöåïòîâ, êî-

75



òîðûå ïîçâîëÿëè áû íàéòè òàêîå âûðàæåíèå. Â òî æå âðåìÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñóùåñòâóþò îáøèðíûå

òàáëèöû èíòåãðàëîâ.

Èçâåñòíû ñðàâíèòåëüíî íåìíîãèå îáùèå êëàññû ôóíêöèé, äëÿ êî-
òîðûõ èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Îáû÷íî èõ
è èçó÷àþò â êóðñå âûñøåé øêîëû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ðàöèîíàëüíûå àë-
ãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ P (x)/Q(x),
èððàöèîíàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè, ðàöèîíàëüíî çàâèñÿùèå îò
√
ax2 + bx+ c è x èëè æå îò x è ðàöèîíàëüíûõ ñòåïåíåé äðîáè

ax+ b

cx+ d
,

à òàêæå, íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ñèíóñà è êîñèíóñà.
Çàáåãàÿ âïåð¼ä, ñêàæåì, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) âñåãäà

èìååò íà èíòåðâàëå (a, b) ïåðâîîáðàçíóþ, â êà÷åñòâå êîòîðîé ìîæíî âçÿòü îïðåäåë¼í-
íûé èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì: F (x) =

∫ x
a f(t)dt (a < x < b). Ïîýòîìó

âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû íà âñåõ èíòåðâàëàõ, âõîäÿùèõ â èõ îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ äàëåêî íå âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ ñíîâà
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, êàê ýòî èìååò ìåñòî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè.

Ïðèìåðû èíòåãðàëîâ, íå âûðàæàåìûõ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:∫
e−x

2
dx (èíòåãðàë Ïóàññîíà),

∫
sin(x2)dx,

∫
cos(x2)dx (èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ),

li(x) =

∫
dx

lnx
(èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì),

si(x) =

∫
sinx

x
dx, ci(x) =

∫
cosx

x
dx (èíòåãðàëüíûå ñèíóñ è êîñèíóñ) è äð.

Äàæå åñëè èíòåãðàë íå ïîääà¼òñÿ àíàëèòè÷åñêîìó âû÷èñëåíèþ, åãî
ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïðèáëèæåííî ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Òàê, â
êóðñå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ èçó÷àþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñïîñîáû ïðè-
áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ.1

1Èç ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ íàçîâ¼ì äîñòàòî÷íî ìîùíûé ïàêåò äëÿ îíëàéí
èíòåãðèðîâàíèÿ ¾Wolfram Mathematica (online integrator)¿, êîòîðûé ìîæíî íàéòè ïî ññûëêå
http://integrals.wolfram.com/.
5 ìàðòà 2009 ã. ñòàðòîâàë àìáèöèîçíûé ïðîåêò � Wolfram Alpha. Ñîçäàòåëåì ýòîãî âåá-ñåðâèñà

ÿâëÿåòñÿ áðèòàíñêèé ôèçèê Ñòèâåí Âîëüôðàì (Stephen Wolfram), ãëàâà êîìïàíèè Wolfram
Research, ðàçðàáîò÷èê øèðîêî èçâåñòíîé â íàó÷íûõ êðóãàõ ïðîãðàììû Mathematica. Ñîçäàòåëü
ïîçèöèîíèðóåò ñâîå äåòèùå íå êàê ïîèñêîâèê (search engine), à êàê Computational Knowledge
Engine (¾Âû÷èñëèòåëüíûé Äâèãàòåëü Çíàíèÿ¿), îí ãîâîðèò: ¾Íàøà öåëü � ñäåëàòü çíàíèÿ äî-
ñòóïíûìè âñåì, êîãäà óãîäíî è ãäå óãîäíî¿.
IT-àíàëèòèêè óæå îêðåñòèëè Wolfram Alpha ¾óáèéöåé Google¿ (¾Google Killer¿), ¾èíòåëëåêòó-

àëüíûì ïîèñêîâèêîì¿, ¾âåá-ïîèñêîâèêîì íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿, ¾èíòåðíåò-ãåíåðàòîðîì óìíûõ îòâå-
òîâ¿.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ñëåäóþò èç
åãî îïðåäåëåíèÿ:

1.
(∫

f(x)dx
)′

= f(x), d
(∫

f(x)dx
)

= f(x)dx.

2.
∫
dF (x) = F (x) + C (C ∈ R) (ñâîéñòâà 1-2 îòðàæàþò âçàèìíî

îáðàòíûé õàðàêòåð îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ).

3.
∫
Cf(x)dx = C

∫
f(x)dx, ãäå C 6= 0 (ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæ-

íî âûíîñèòü èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà).

4.
∫

(f(x)± g(x))dx =
∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî îáå

ôóíêöèè f(x), g(x) èíòåãðèðóåìû íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå). Ñâîé-
ñòâà 3 è 4 îòðàæàþò ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà,
ïðè÷¼ì ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé
êîíñòàíòû.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðèïèñûâàòü êîíñòàíòó C â íåîïðå-
äåë¼ííîì èíòåãðàëå íóæíî îáÿçàòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âû íà-
õîäèòå ëèøü îäíó èç ïåðâîîáðàçíûõ, è ýòî ñ÷èòàåòñÿ âåñüìà ãðóáîé
îøèáêîé.

Òàáëèöà ïðîñòåéøèõ íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðàâèëü-
íîñòü âûïîëíåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âñåãäà ìîæíî ïðîâåðèòü, ïðîäèô-
ôåðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Èíòåãðàëû îò ñòåïåíí�ûõ ôóíêöèé:

1.
∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C (n ∈ R, n 6= −1, x ∈ R);

2.
∫ dx
x

= ln |x|+ C (x 6= 0).

Èíòåãðàëû îò ïîêàçàòåëüíûõ (â ÷àñòíîñòè, ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðè
a = e) ôóíêöèé:

3.
∫
axdx =

ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1, x ∈ R),

∫
exdx = ex + C.

Èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:
4.
∫

cosxdx = sinx+ C (x ∈ R);
5.
∫

sinxdx = − cosx+ C (x ∈ R);

6.
∫ dx

cos2 x
= tg x+ C (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z);

7.
∫ dx

sin2 x
= − ctg x+ C (x 6= πn, n ∈ Z).

Èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (a > 0):
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8.
∫ dx

x2 + a2
=

{
1
a arctg x

a + C,

−1
a arcctg x

a + C
(x ∈ R);

9.
∫ dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C (x 6= ±a);

Èíòåãðàëû îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

10.
∫ dx√

a2 − x2
=

{
arcsin x

a + C,

− arccos x
a + C

(|x| < a);

11.
∫ dx√

x2 ± a2
= ln |x+

√
x2 ± a2|+ C (x2 ± a2 > 0);

Èíòåãðàëû îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé:

12.
∫

shxdx = chx+ C (x ∈ R);
13.
∫

chxdx = shx+ C (x ∈ R);

14.
∫ dx

ch2 x
dx = thx+ C (x ∈ R);

15.
∫ dx

sh2 x
dx = cthx+ C (x 6= 0).

Ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå (ïîïîëíÿåìûå) òàáëèöû íåîïðåäåë¼ííûõ
èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèå áîëüøîå êîëè÷åñòâî íûíå èçâåñòíûõ èíòåãðà-
ëîâ, ê êîòîðûì ìîæíî îáðàùàòüñÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè.

Ê îñíîâíûì ìåòîäàì èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîñÿò ñëåäóþùèå:
� ñâåäåíèå ê òàáëè÷íûì èíòåãðàëàì ïóò¼ì èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, à òàêæå ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ;
� çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ;
� èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

1. Èíòåãðèðîâàíèå ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê òàáëè÷íûì èíòåãðà-
ëàì ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ê ïðåîáðàçîâàíèÿì
òàêîãî ðîäà îòíîñÿò îáû÷íî ñëåäóþùèå:

� äîáàâëåíèå (ñ îäíîâðåìåííûì âû÷èòàíèåì) ê ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè êîíñòàíòû èëè íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ; îáû÷íî çà ýòèì ñëåäó-
åò ðàçáèåíèå èíòåãðàëà â ñóììó áîëåå ïðîñòûõ èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð∫

xdx

x+ 1
=

∫
(x+ 1)− 1

x+ 1
dx =

∫
dx−

∫
dx

x+ 1
= x−ln |x+1|+C (x 6= −1);

� îäíîâðåìåííîå óìíîæåíèå èëè äåëåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ
äðîáè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íà íåêîòîðîå âûðàæåíèå; íàïðèìåð, ïðè
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èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèé ñ ðàäèêàëàìè ÷àñòî ïðèìåíÿþò äîìíîæåíèå
íà ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå:∫

dx√
x+ 1 +

√
x− 1

=
1

2

∫ (√
x+ 1−

√
x− 1

)
dx =

=
1

2

∫ √
x+ 1dx− 1

2

∫ √
x− 1dx =

=
1

2

∫ √
x+ 1d(x+ 1)− 1

2

∫ √
x− 1d(x− 1) =

=
1

3

(√
(x+ 1)3 −

√
(x− 1)3

)
+ C (x ≥ 1).

� âûäåëåíèå ó äðîáè öåëîé ÷àñòè (÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èíòåãðè-
ðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé):∫

2x2 − 3x− 1

x+ 1
dx =

∫
2x(x+ 1)− 5x− 1

x+ 1
dx =

=

∫
2x(x+ 1)− 5(x+ 1) + 4

x+ 1
dx =

=

∫ (
2x− 5 +

4

x+ 1

)
dx = x2 − 5x+ 4 ln |x+ 1|+ C (x 6= −1);

� èñïîëüçîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðìóë ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ:∫
e3x + 1

ex + 1
dx =

∫
(ex + 1)(e2x − ex + 1)

ex + 1
dx =

=

∫
(e2x − ex + 1)dx =

1

2
e2x − ex + x+ C;

� èñïîëüçîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ëîãàðèô-
ìè÷åñêèõ ôîðìóë è ò.ï.:∫

dx

1 + cos x
=

∫
dx

2 cos2
(
x
2

) =

∫
d
(
x
2

)
cos2

(
x
2

) = tg
x

2
+C (x 6= π+2πn, n ∈ Z);

∫
th2 xdx =

∫
sh2 x

ch2 x
dx =

∫
ch2 x− 1

ch2 x
dx = x− thx+ C;∫

(2lnx − xln 2)dx = C (x > 0)
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(â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëàñü òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè

cos2 x
2 = 1+cosx

2 , âî âòîðîì � îñíîâíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå òîæäåñòâî ch2 x − sh2 x = 1, â ïî-

ñëåäíåì ñëó÷àå â ñèëó òîæäåñòâà alogc b = blogc a ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî

ðàâíà 0).

2. Èíòåãðèðîâàíèå ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé. Èçëîæèì îäèí
èç ñèëüíåéøèõ ïðèåìîâ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé � ìåòîä çàìåíû
ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, èëè ìåòîä ïîäñòàíîâêè. Ðàññìîòðèì äâà
âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

(A) Âíåñåíèå ôóíêöèè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà. Åñëè ïîäûíòåãðàëü-
íîå âûðàæåíèå f(x)dx ïðåäñòàâèìî â âèäå g(t(x))t′(x)dx, ãäå ôóíêöèÿ
g(t) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå T , à ôóíêöèÿ t = t(x) � íåïðåðûâíà
íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå X âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé t′(x),
òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïåðåõîäà îò x ê íîâîé ïåðåìåííîé
èíòåãðèðîâàíèÿ t:∫

f(x)dx =

∫
g(t(x))t′(x)dx =

∫
g(t)dt. (1)

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ t′(x) âíîñèòñÿ ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà ñîãëàñíî
èçâåñòíîìó ñâîéñòâó äèôôåðåíöèàëà t′(x)dx = d(t(x)). Â ïðîñòåéøèõ
ñëó÷àÿõ, ÷òîáû ðàñïîçíàòü ýòó ñèòóàöèþ, áûâàåò äîñòàòî÷íî çíàíèÿ
òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð,

2xdx = d(x2), cosxdx = d(sinx), sinxdx = −d(cosx),
dx

x
= d(lnx),

dx

x2 + 1
= d(arctg x),

dx

2
√
x

= d(
√
x),

dx

cos2 x
= d(tg x), e2xdx = d

(
1

2
e2x

)
.

Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ïðèîáðåò¼ííûé ðàíåå
îïûò è èíòóèöèÿ:

xdx√
1 + x2

= d(
√

1 + x2),

(
1− 1

x2

)
dx = d

(
x+

1

x

)
è ò.ï.

Ïîäîáíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþò â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå ¾íîâàÿ¿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ g(t) óäîáíåå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèåé f(x). Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ¾óâèäåòü¿ â èñõîäíîì ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè f(x)dx
áîëåå ïðîñòîå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèå g(t(x))t′(x) dx = g(t)dt.
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Ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ âî âíåñåíèè ôóíêöèè
t′(x) ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà dx ñ îáðàçîâàíèåì íîâîãî äèôôåðåí-
öèàëà dt. Âû÷èñëèâ èíòåãðàë

∫
g(t)dt = G(t) + C, â êîíöå íåîáõîäèìî

âåðíóòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x ïóòåì îá-
ðàòíîé ïîäñòàíîâêè t = t(x):∫

f(x)dx = G(t(x)) + C.

Íàïðèìåð, âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫

sin3 x cosxdx. Òàê êàê cosxdx = d(sinx), òî, ïîëàãàÿ
t = sinx, ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ê âèäó sin3 x cosxdx = sin3 xd(sinx) =
t3dt. Èíòåãðàë îò ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ëåãêî:∫

sin3 x cosxdx =

∫
sin3 xd(sinx) =

∫
t3dt =

t4

4
+ C.

Îñòàëîñü ëèøü âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé x, ïîäñòàâëÿÿ sinx âìåñòî t:∫
sin3 x cosxdx =

(sinx)4

4
+ C.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííîì íàâûêå íîâóþ ïåðåìåííóþ â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî â ÿâíîì âèäå íå ââîäèòü, ïðîäåëàâ ýòî ìûñëåííî. Ñêàæåì, â ðàññìîòðåííîì âûøå
ïðèìåðå ìîæíî áûëî îáîéòèñü áåç ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé t . Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è
âûãëÿäåëî áû êîðî÷å:∫

sin3 x cosxdx =

∫
sin3 xd(sinx) =

(sinx)4

4
+ C.

(B) Èñïîëüçîâàíèå ïîäñòàíîâîê. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, òî, ïîëàãàÿ x = x(t), ãäå ôóíê-
öèÿ x(t) íåïðåðûâíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå T âìåñòå ñî ñâîåé
ïðîèçâîäíîé x′(t), ïîëó÷èì åùå îäíó ôîðìóëó ïåðåõîäà îò x ê íîâîé
ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t:∫

f(x)dx =

∫
f(x(t)) · x′(t)dt. (2)

Íåðåäêè ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ïîäñòàíîâêè. Óìåíèå ïîäîáðàòü íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíóþ â äàííîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ïîäñòàíîâêó îïðåäåëÿåò, â
òîì ÷èñëå, êóëüòóðó èíòåãðèðîâàíèÿ ó÷àùåãîñÿ.

Ïðèìåð. Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:
∫ dx

x
√
x2 − 1

.

Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá. Ñäåëàåì ðàöèîíàëèçèðóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëîæèâ t =√
x2 − 1, òîãäà x2 = t2 + 1, xdx = tdt è∫

xdx

x2
√
x2 − 1

=

∫
tdt

(t2 + 1)t
=

∫
dt

t2 + 1
= arctg t+ C = arctg

√
x2 − 1 + C (|x| > 1).
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2-é ñïîñîá. Ïîëîæèì t =
√
x2 − 1 +x (1-ÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà), òîãäà x2− 1 = (t−x)2

⇒ x =
t2 + 1

2t
, dx =

t2 − 1

2t2
dt è äëÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåì

∫
dx

x
√
x2 − 1

=

∫ t2−1
2t2

dt
t2+1

2t ·
t2−1

2t

= 2

∫
dt

t2 + 1
= 2 arctg t+ C = 2 arctg(

√
x2 − 1 + x) + C.

Ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè ðàçíûìè ñïîñîáàìè èíòåãðàëû âíåøíå âûãëÿäÿò ïî-

ðàçíîìó, íî îáà ïðåäñòàâëåíèÿ âåðíû è ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ôîðìàìè. Âåðíîñòü

ðåøåíèé âñåãäà ìîæíî ïðîâåðèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Åñëè u(x) è v(x) � äèôôåðåíöè-
ðóåìûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå ôóíêöèè è ñóùåñòâóåò ïåðâî-
îáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè u(x)v′(x), òî ñóùåñòâóåò è ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ
ôóíêöèè v(x)u′(x), ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì: ∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫
v(x)u′(x)dx,

èëè, â êðàòêîé ôîðìå, ∫
udv = uv −

∫
vdu.

Â êà÷åñòâå u îáû÷íî âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óïðîùàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì, â êà÷åñòâå dv � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ dx, èç êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü v ïóòåì èí-
òåãðèðîâàíèÿ.

Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóþò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû âû÷èñëÿåòñÿ ïðîùå èñõîäíîãî èíòåãðàëà (â ëåâîé ÷à-
ñòè). Êàê ïðàâèëî, ôîðìóëà ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ¾ðàçíîðîäíûõ¿
ôóíêöèé. Â öåëîì, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì èìååò áîëåå îãðàíè÷åí-
íóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, ÷åì çàìåíà ïåðåìåííîé, íî åñòü öåëûå êëàññû
èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð,∫

xneaxdx,

∫
xn sin(ax)dx,

∫
xn lnm xdx (n, a ∈ R, n 6= −1,m ∈ N),∫

sin(lnx)dx,

∫
eax cos(bx)dx (a, b ∈ R),

∫
P (x)eaxdx,

∫
P (x) sin(ax)dx,∫

P (x) lnxdx,

∫
P (x) arcsinxdx,

∫
P (x) arctg xdx,
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ãäå P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 � öåëûé àëãåá-
ðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî x, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ èìåí-
íî ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïðè ýòîì â èíòåãðà-
ëàõ

∫
P (x)eaxdx,

∫
P (x) sin(ax)dx çà u ñëåäóåò ïðèíÿòü P (x), à çà

dv, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿ eaxdx, sin(ax)dx; à â èíòåãðàëàõ âè-
äà
∫
P (x) lnxdx,

∫
P (x) arcsinxdx çà u ïðèíèìàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

ôóíêöèè lnx, arcsinx, à çà dv � âûðàæåíèå P (x)dx.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ïðèõîäèòñÿ íåñêîëü-

êî ðàç èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì, ïîñòåïåííî óïðîùàÿ çàäà÷ó.

Ïðèìåð. Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë: à)
∫
x2 sinxdx; á)

∫
cos(lnx)dx.

Ðåøåíèå. à) Âîçüì¼ì u = x2, dv = sinxdx, òîãäà du = 2xdx, v = − cosx, ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïî ÷àñòÿì: ∫

x2 sinxdx = x2 · (− cosx)−
∫

(− cosx)2xdx.

Èíòåãðàë óïðîñòèëñÿ, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì åù¼ ðàç, âûáèðàÿ àíàëîãè÷íî u = x,
dv = cosxdx. Òîãäà du = dx, v = sinx, è â ðåçóëüòàòå èìååì:

−x2 cosx+ 2

∫
x cosxdx = −x2 cosx+ 2

(
x sinx−

∫
sinxdx

)
=

= −x2 cosx+ 2(x sinx+ cosx) + C.

á) Ïîëîæèì t = lnx, òîãäà x = et, dx = etdt, è èíòåãðàë ïðèíèìàåò âèä
∫
et cos tdt.

Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî ÷àñòÿì:

I =

∫
et cos tdt = et sin t−

∫
et sin tdt = et sin t+

(
et cos t−

∫
et cos tdt

)
=

= et(sin t+ cos t)− I.

Âûðàæàÿ èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà I è ïðèïèñûâàÿ êîíñòàíòó C, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:

I =
et

2
(sin t+ cos t) + C =

x

2
(sin(lnx) + cos(lnx)) + C, x > 0.

Ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü ýòîò èíòåãðàë è íå ïðèáåãàÿ ê ïðåäâàðèòåëüíîé çàìåíå ïå-
ðåìåííîé, à ñðàçó íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì. Òàê, ïîëîæèì u = cos(lnx),
dv = dx, òîãäà

I =

∫
cos(lnx)dx = x cos(lnx)−

∫
x

(
− sin(lnx) · 1

x

)
dx =

= x cos(lnx) +

∫
sin(lnx)dx.

Åù¼ ðàç ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì:

I = x cos(lnx) +

(
x sin(lnx)−

∫
x · cos(lnx) · 1

x
dx

)
= x(cos(lnx) + sin(lnx))− I,

îòêóäà íàõîäèì I =
x

2
(sin(lnx) + cos(lnx)) + C.
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4.2 Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

Ïîíÿòèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b]. Ðàçîáü¼ì îòðåçîê [a, b] ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì íà n ÷àñòåé òî÷êàìè: a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn =
b. Âûáåðåì íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ [xi−1, xi] ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó ξi, i = 1, n. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ∆xi = xi − xi−1 äëèíó i-ãî îòðåçêà
ðàçáèåíèÿ, ñîñòàâèì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ
ñóììó:

Sn =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé, èëè ñóììîé Ðèìàíà, äëÿ
ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Åñëè f(x) > 0, òî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
Sn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îñíîâàíè-
ÿìè ∆xi è âûñîòàìè f(ξi), i = 1, n, ò.å. ïëîùàäü ñòóïåí÷àòîé ôèãóðû,
îáðàçîâàííîé ýòèìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè, è ïðèáëèæàåò ïëîùàäü êðèâî-
ëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x),
ñíèçó � îòðåçêîì [a, b] îñè Ox, ñëåâà è ñïðàâà � âåðòèêàëüíûìè ïðÿìû-
ìè x = a è x = b.

Îáîçíà÷èì ∆ = max{∆x1,∆x2, ...,∆xn} � íàèáîëüøóþ èç äëèí ÷à-
ñòè÷íûõ îòðåçêîâ è íàçîâ¼ì å¼ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ. Óñòðåìèì òåïåðü
â èíòåãðàëüíîé ñóììå äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ê íóëþ, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó

lim
∆→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è íå çàâèñèò íè îò ñïîñîáà ðàç-
áèåíèÿ îòðåçêà íà ÷àñòè÷íûå ñåãìåíòû, íè îò âûáîðà ïðîìåæóòî÷íûõ
òî÷åê ξi, òî îí íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x)
íà îòðåçêå [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ∫ b

a

f(x)dx = lim
∆→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó (â
ñîáñòâåííîì ñìûñëå), ÷èñëà a è b, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèì è âåðõíèì
ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îòìåòèì ðàçëè÷èÿ â ïîíÿòèÿõ îïðåäåë¼ííîãî è íåîïðåäåë¼ííîãî èí-
òåãðàëîâ: íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

∫
f(x)dx åñòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé,
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à îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë
∫ b
a f(x)dx åñòü äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îäíà èç

õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèè.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà: êîãäà

ôóíêöèÿ f(x) íåîòðèöàòåëüíà íà [a, b], èíòåãðàë
∫ b
a f(x)dx ÷èñëåííî

ðàâåí ïëîùàäè óêàçàííîé âûøå êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ñåãìåíòå [a, b], òî

îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ñåãìåíòå (íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìî-
ñòè). Îòñþäà, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì: íåîãðàíè÷åííàÿ íà [a, b] ôóíê-
öèÿ íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ýòîì ñåãìåíòå. Îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: íå âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ íà ñåãìåíòå [a, b]
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó. Ïðèìåðîì òàêîé ôóíê-
öèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå, ó êîòîðîé ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû
çàâèñèò îò âûáîðà ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê ξi (èõ ìîæíî âûáèðàòü êàê
ðàöèîíàëüíûìè, òàê è èððàöèîíàëüíûìè).

Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé çàâåäîìî
ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàþò ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îíà èíòå-
ãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

Êàê âèäíî èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé øè-
ðå êëàññà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, íî íå âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà. Èòàê, íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íåäîñòàòî÷íî äëÿ å¼
äèôôåðåíöèðóåìîñòè, íî äîñòàòî÷íî äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè. Áîëåå òîãî,
ñóùåñòâóþò êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåïðå-
ðûâíûìè. Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá ýòèõ ôóíêöèÿõ.

2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] è èìååò íà í¼ì
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, òî îíà èíòåãðèðóåìà íà ýòîì
îòðåçêå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî îíè îäíîâðåìåííî
èíòåãðèðóåìû èëè íåò â ñìûñëå Ðèìàíà íà [a, b], è åñëè èíòåãðèðóåìû,
òî èõ èíòåãðàëû ðàâíû:∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ¾ìíîãî¿ òî÷åê ðàçðûâà ìîæåò èìåòü îãðà-
íè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, ÷òîáû áûòü èíòåãðèðóåìîé? Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçà-
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òåëüñòâà òåîðåìó, îòðàæàþùóþ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè íà çàäàííîì ñåãìåíòå ïî Ðèìàíó.

3. (Êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè). Ôóíêöèÿ f(x) èí-
òåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæå-
ñòâî å¼ òî÷åê ðàçðûâà èìååò ìåðó íóëü ïî Ëåáåãó.1

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ñ÷¼òíîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî èìååò ìåðó
íóëü ïî Ëåáåãó. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè, îãðàíè÷åííûå è èìåþùèå íà
íåêîòîðîì ñåãìåíòå ñ÷¼òíîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, âñåãäà èíòåãðèðóåìû
íà ýòîì ñåãìåíòå.

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóì, èìåþùèå ëåáåãî-

âó ìåðó íóëü (íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìîå ìíîæåñòâî Ê�àíòîðà). Çíà÷èò, ìíîæåñòâî òî÷åê

ðàçðûâà èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ìîæåò èìåòü ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

4. Ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ýòîì
îòðåçêå.

Ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.
1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå a, òî ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì

ïîëàãàòü ∫ a

a

f(x)dx = 0.

Åñëè a < b è f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ñåãìåíòå [a, b], òî ïî
îïðåäåëåíèþ ∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

2. Ëèíåéíîå ñâîéñòâî. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû ïî
Ðèìàíó íà ñåãìåíòå [a, b], α è β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Òîãäà ôóíêöèÿ αf(x) + βg(x) èíòåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå [a, b], ïðè÷¼ì∫ b

a

(αf(x) + βg(x))dx = α

∫ b

a

f(x)dx+ β

∫ b

a

g(x)dx.

Ñóììà èíòåãðèðóåìîé è íåèíòåãðèðóåìîé ôóíêöèé åñòü ôóíêöèÿ
íåèíòåãðèðóåìàÿ.

1×èñëîâîå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü (ïî Ëåáåãó), åñëè äëÿ ëþáîãî
÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ èëè ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùèõ âñå òî÷êè ìíî-
æåñòâà X , ïðè÷¼ì ñóììà äëèí ýòèõ èíòåðâàëîâ ìåíüøå ε.
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3. Èíòåãðèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòå-
ãðèðóåìû íà ñåãìåíòå [a, b], òî èõ ïðîèçâåäåíèå f(x)g(x) òàêæå èíòå-
ãðèðóåìî íà [a, b].

4. Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà
êàæäîì èç äâóõ ñìåæíûõ ñåãìåíòîâ [a, c] è [c, b], òî îíà èíòåãðèðóåìà
è íà èõ îáúåäèíåíèè � ñåãìåíòå [a, b], ïðè÷¼ì∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ñåãìåíòå [a, b] è
íåîòðèöàòåëüíà íà ýòîì ñåãìåíòå, òî∫ b

a

f(x)dx ≥ 0.

6. Åñëè êàæäàÿ èç ôóíêöèé f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå
[a, b] è åñëè â êàæäîé òî÷êå x ýòîãî ñåãìåíòà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
f(x) ≥ g(x), òî ∫ b

a

f(x)dx ≥
∫ b

a

g(x)dx.

7. Ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî
Ðèìàíó íà ñåãìåíòå [a, b], à M è m îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, å¼ òî÷-
íóþ âåðõíþþ è òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíè íà ýòîì ñåãìåíòå, òî íàéä¼òñÿ
÷èñëî µ ∈ [m,M ] òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ b

a

f(x)dx = µ(b− a).

Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b], òî íà ýòîì
ñåãìåíòå íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ òàêàÿ, ÷òî∫ b

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a).

8. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ñåãìåíòå [a, b],
òî ôóíêöèÿ |f(x)| òàêæå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ýòîì ñåãìåíòå,
ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx.
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Èç èíòåãðèðóåìîñòè |f(x)| íà ñåãìåíòå [a, b] íå âûòåêàåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x) íà ýòîì ñåãìåíòå. Íàïðèìåð,
ôóíêöèÿ

f(x) =

{
1, åñëè x ∈ Q,
−1, åñëè x ∈ R\Q,

íå èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [0, 1], ïðè ýòîì |f(x)| ≡ 1 èíòåãðèðóåìà íà
[0, 1].

Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé ó ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå [a, b]. Ôóíêöèÿ

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt (a ≤ x ≤ b),

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì îò ôóíêöèè
f(x) íà [a, b]. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì
íèæíèì ïðåäåëîì.
Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå a < x < b,

à c � ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ýòîãî èíòåðâàëà, òî ôóíêöèÿ F (x),
îïðåäåëÿåìàÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

F (x) =

∫ x

c

f(t)dt,

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x) íà ýòîì èíòåðâàëå, ò.å.

F ′(x) = f(x).

Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, èëè Îñíîâíàÿ ôîðìóëà èíòå-
ãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé íà ñåãìåíòå [a, b] ôóíêöèè f(x) ñâåñòè âû÷èñëåíèå îïðåäåë¼í-
íîãî èíòåãðàëà îò f(x) ïî óêàçàííîìó ñåãìåíòó ê âû÷èñëåíèþ ðàçíîñòè
çíà÷åíèé ëþáîé ïåðâîîáðàçíîé ýòîé ôóíêöèè â òî÷êàõ a è b.

Òåîðåìà (Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b] è F (x) � ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x)
íà ýòîì ñåãìåíòå, òî ∫ b

a

f(x)dx = F (x)
∣∣b
a
,

ãäå F (x)
∣∣b
a

= F (b) − F (a) íàçûâàåòñÿ äâîéíîé ïîäñòàíîâêîé. Èñïîëü-
çîâàíèå ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà � îñíîâíîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ.
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Íàïðèìåð,
∫ b
a cosxdx = sinx

∣∣b
a

= sin b− sin a.

Îñíîâíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ.
Ïîñêîëüêó ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñëåíèå
îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ê âû÷èñëåíèþ ëþáîé åãî ïåðâîîáðàçíîé ñ
ïîñëåäóþùåé äâîéíîé ïîäñòàíîâêîé íèæíåãî è âåðõíåãî ïðåäåëîâ, òî
îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ íà ïðàêòèêå òåìè æå ìåòîäàìè,
÷òî è íåîïðåäåë¼ííûå.

Ïåðå÷èñëèì òðè îñíîâíûõ ïîäõîäà ê èíòåãðèðîâàíèþ:
� èñïîëüçîâàíèå äëÿ óïðîùåíèÿ èíòåãðàëà è ñâåäåíèÿ åãî ê òàáëè÷-

íûì èíòåãðàëàì àëãåáðàè÷åñêèõ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ïðî÷èõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, à òàêæå ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ;

� çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ;
� èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

Çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå. Îòìåòèì ðàç-
íèöó â ìåòîäå çàìåíû ïåðåìåííîé â ñëó÷àå ñ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðà-
ëîì. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1 (âíåñåíèå ôóíêöèè t′(x) ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà). Ïóñòü
äàí îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

∫ b
a f(x)dx, â êîòîðîì ïîäûíòåãðàëüíîå âû-

ðàæåíèå f(x)dx ïðåäñòàâèìî â âèäå g(t(x))t′(x)dx, ãäå 1) t = t(x) �
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ñåãìåíòå [a, b] ôóíêöèÿ, è [c, d] �
ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé íà [a, b]; 2) ôóíêöèÿ g(t) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå
[c, d]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïåðåõîäà îò ïåðåìåííîé
èíòåãðèðîâàíèÿ x ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t:∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(t(x))t′(x)dx =

∫ t(b)

t(a)

g(t)dt.

Òåîðåìà 2 (èñïîëüçîâàíèå ïîäñòàíîâêè x = x(t)). Ïóñòü âûïîëíå-
íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) x = x(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ1

íà ñåãìåíòå [t0, T ] ôóíêöèÿ, è ñåãìåíò [c, d] � ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé
íà [t0, T ]; 2) ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [c, d]; 3) x(t0) = a,
x(T ) = b. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïåðåõîäà îò ïåðåìåí-
íîé èíòåãðèðîâàíèÿ x ê íîâîé ïåðåìåííîé t:∫ b

a

f(x)dx =

∫ T

t0

f(x(t))x′(t)dt.

1Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ åñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà. Òàêèå ôóíêöèè ÷àñòî íàçûâàþò ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.
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Ïðèìåð. Ïðèìåíÿÿ ïîäõîäÿùóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, íàéòè èíòåãðàëû:

à)

∫ 1

−1

xdx√
5− 4x

, á)

∫ a

0
x2
√
a2 − x2dx.

Ðåøåíèå. à) Ïîëîæèì t = 5 − 4x (óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíÿþòñÿ: ôóíêöèÿ t =
5−4x íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ñåãìåíòå [−1, 1]; å¼ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ
îòðåçîê [1, 3]; êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ g(t) = (5 − t2)/(4t) � íåïðåðûâíà íà [1, 3]), òîãäà
dx = −1

2 tdt, è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó∫ 1

−1

xdx√
5− 4x

=
1

8

∫ 3

1
(5− t2)dt =

1

8

(
5t− t3

3

)∣∣∣∣3
1

=
1

6
.

á) Âûïîëíèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó: x = a sin t, t ∈ [0, π/2] (óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 2 âûïîëíÿþòñÿ: ôóíêöèÿ x = a sin t íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ñåãìåíòå [0, π/2],
ïðè÷¼ì ñåãìåíò [0, a] ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì å¼ çíà÷åíèé; ôóíêöèÿ f(x) = x2

√
a2 − x2

íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [0, a]; x(0) = 0, x(π/2) = a). Òîãäà dx = a cos tdt è ïîëó÷àåì

I =

∫ a

0
x2
√
a2 − x2dx =

∫ π/2

0
a2 sin2 t

√
a2 cos2 ta cos tdt = a4

∫ π/2

0
sin2 t| cos t| cos tdt.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî | cos t| = cos t ïðè t ∈ [0, π/2], îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

I = a4

∫ π/2

0
sin2 t cos2 tdt =

a4

4

∫ π/2

0
sin2 2tdt =

a4

8

∫ π/2

0
(1− cos 4t)dt =

=
a4

8

(
t− 1

4
sin 4t

)∣∣∣∣π/2
0

=
πa4

16
.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëàõ.

Òåîðåìà (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x)
íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè (1-ãî ïîðÿäêà) íà ñåãìåíòå
[a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫ b

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣b
a
−
∫ b

a

g(x)f ′(x)dx,

èëè ∫ b

a

f(x)dg(x) = f(x)g(x)
∣∣b
a
−
∫ b

a

g(x)df(x).

Ìåòîä èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü â òîì ñëó÷àå, è òàê ïîäáèðàòü ôóíê-
öèè f(x) è g(x), ÷òîáû ïîëó÷åííûé ñïðàâà èíòåãðàë îêàçàëñÿ ïðîùå
èñõîäíîãî èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè.

Ïðèìåð. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, íàéòè èíòåãðàë
ln 2∫
0

xe−xdx.

Ðåøåíèå.∫ ln 2

0
xe−xdx = −e−xx

∣∣∣∣ln 2

0

+

∫ ln 2

0
e−xdx = − e− ln 2 ln 2− e−x

∣∣∣ln 2

0
=

1

2
ln
e

2
.
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4.3 Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

4.3.1 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû

Ïîíÿòèå ïëîùàäè. Ââåä¼ì ïîíÿòèå ïëîùàäè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïëîñ-
êîé ôèãóðû F . Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ìíîãîóãîëüíèêè P , öåëè-
êîì ñîäåðæàùèåñÿ â F , à òàêæå ìíîãîóãîëüíèêè Q, öåëèêîì ñîäåð-
æàùèå F . Ôèãóðû P áóäåì íàçûâàòü ¾âïèñàííûìè â F¿, à ôèãóðû
Q � ¾îïèñàííûìè îêîëî F¿. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî S(P )
ïëîùàäåé âñåõ âïèñàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ P îãðàíè÷åíî ñâåðõó, íà-
ïðèìåð, ïëîùàäüþ ëþáîãî îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà Q. Ïîýòîìó ýòî
ìíîæåñòâî èìååò êîíå÷íóþ òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
S = sup

P⊆F
S(P ), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü íèæíåé ïëîùàäüþ ôèãóðû F .

Åñëè â ôèãóðó F íåëüçÿ âïèñàòü íè îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, òî ïî îïðå-
äåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ S = 0.

Àíàëîãè÷íî, ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî S(Q) ïëîùàäåé âñåõ îïèñàííûõ
îêîëî ôèãóðû F ìíîãîóãîëüíèêîâ Q îãðàíè÷åíî ñíèçó, íàïðèìåð, ïëî-
ùàäüþ ëþáîãî âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà èëè íóë¼ì, è ïîýòîìó ó íåãî
ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü S = inf

Q⊇F
S(Q), íàçûâàåìàÿ

âåðõíåé ïëîùàäüþ ôèãóðû F . Î÷åâèäíî, ÷òî S ≤ S. Ïëîñêàÿ ôèãóðà
F íàçûâàåòñÿ êâàäðèðóåìîé (ò.å. èìåþùåé êîíå÷íóþ ïëîùàäü), åñëè
S = S. ×èñëî S = S = S íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ïëîùàäüþ ôèãóðû F .

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êâàäðèðóåìîñòè).
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïëîñêàÿ ôèãóðà F áûëà êâàäðèðóåìîé, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ ãðàíèöà èìåëà ïëîùàäü íóëü.

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû ñ ïîìîùüþ îïðåäå-
ë¼ííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.

1. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Ìû óæå ãîâîðèëè î òîì, ÷òî â
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíê-
öèè y = f(x) ïî ñåãìåíòó [a, b] ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè S ñîîòâåòñòâó-
þùåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè:

S =

∫ b

a

f(x)dx.

Ìîæíî îáîáùèòü ýòó ôîðìóëó íà ñëó÷àé, êîãäà êðèâîëèíåéíàÿ òðà-
ïåöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y = y2(x),
ñíèçó � ãðàôèêîì äðóãîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y = y1(x), à ñëåâà è
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ñïðàâà � ïðÿìûìè x = a è x = b. Òîãäà ïëîùàäü ýòîé êðèâîëèíåéíîé
òðàïåöèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå:

S =

∫ b

a

(y2(x)− y1(x))dx.

Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû,
îãðàíè÷åííîé ñëåâà è ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé x = x1(y) è x = x2(y), à ñíèçó è ñâåðõó ïðÿìûìè y = c è y = d,
èìååò âèä:

S =

∫ d

c

(x2(y)− x1(y))dy.

Ïðèâåä¼ííûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è â òîì ñëó÷àå,
êîãäà êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ôèãóðó, çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâ-
íåíèÿìè x = x(t), y = y(t), t ∈ [T0, T ], ãäå ôóíêöèè x(t), y(t) èìå-
þò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå x′(t), y′(t) íà ñåãìåíòå [T0, T ]. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî â ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëàõ îò x (èëè îò y) ïåðåéòè ê
ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t (â ýòèõ ôîðìóëàõ ïðèíÿòî òàêîå íàïðàâ-
ëåíèå äâèæåíèÿ ïî êðèâîé, ÷òî ôèãóðà, ïëîùàäü êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ,
íàõîäèòñÿ ñëåâà). Ôîðìóëû ïðèìóò âèä:

S =

∫ T0

T

(y2(x(t))− y1(x(t)))x′(t)dt (a = x(T ), b = x(T0)),

S =

∫ T

T0

(x2(y(t))− x1(y(t)))y′(t)dt (c = y(T0), d = y(T )).

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà íåÿâíî, òî ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäè å¼ âíà÷àëå
ïàðàìåòðèçóþò. Íàïðèìåð, àñòðîèäà çàäà¼òñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì x

2
3 +

y
2
3 = 1, â òî âðåìÿ êàê å¼ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: x = a cos3 t,
y = a sin3 t, ãäå t ∈ [0, 2π).

2. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
êàê è â äåêàðòîâîé, êðèâûå, îãðàíè÷èâàþùèå ïëîñêóþ ôèãóðó, ìîãóò
áûòü çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè r = r(t), ϕ = ϕ(t), ãäå t ∈ T ,
â ÷àñòíîñòè, ÿâíûì îáðàçîì óðàâíåíèåì r = r(ϕ) (èëè ϕ = ϕ(r)), à
òàêæå íåÿâíî óðàâíåíèåì F (r, ϕ) = 0, íå ðàçðåø¼ííûì îòíîñèòåëüíî
íè îäíîé èç ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü ïëîñêàÿ êðèâàÿ L çàäàíà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâ-
íåíèåì r = r(ϕ), ðàçðåø¼ííûì îòíîñèòåëüíî r (ò.å. çàâèñèìîñòü r îò ϕ
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çàäàíà ÿâíûì îáðàçîì), ãäå ϕ ∈ [α, β], ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ r(ϕ) íåïðå-
ðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà ýòîì ñåãìåíòå. Íàçîâ¼ì êðèâîëèíåéíûì
ñåêòîðîì ïëîñêóþ ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé L è äâóìÿ ëó÷àìè,
ñîñòàâëÿþùèìè ñ ïîëÿðíîé îñüþ óãëû α è β.

Òåîðåìà (ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà). Ïëîùàäü êðèâîëèíåé-
íîãî ñåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S =
1

2

∫ β

α

r2(ϕ)dϕ.

4.3.2 Âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè êðèâîé

Ïëîñêîé êðèâîé L íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åêM ïëîñêîñòè, êîîðäè-
íàòû x è y êîòîðûõ â äåêàðòîâîé (ïðÿìîóãîëüíîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò
Oxy îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), t ∈ {t}, ãäå ôóíê-
öèè x(t), y(t) íåïðåðûâíû â êàæäîé òî÷êå ñâîåé îáëàñòè çàäàíèÿ {t}.
Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà {t} çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t íàðÿäó ñ ñåãìåíòàìè
ìîãóò âûñòóïàòü êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå èíòåðâàëû è ïîëóèíòåðâàëû.
Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä
{t} áóäåì ïîíèìàòü ñåãìåíò [T0, T ].

Ïîìèìî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ, ïëîñêàÿ êðèâàÿ ìîæåò
áûòü çàäàíà òàêæå ñ ïîìîùüþ îäíîãî óðàâíåíèÿ y = y(x), ðàçðåø¼ííî-
ãî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y (èëè óðàâíåíèåì x = x(y), ðàçðåø¼ííûì
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî êðè-
âàÿ çàäàíà ÿâíûì îáðàçîì.

Íàêîíåö, êðèâóþ íà ïëîñêîñòè ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ
ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, íå ðàçðåø¼ííîãî íè îòíîñèòåëüíî y, íè îòíîñè-
òåëüíî x: F (x, y) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î íåÿâíîì çàäàíèè êðèâîé.

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ1 � ýòî ìíîæåñòâîM òî÷åê ïðîñòðàíñòâà,
êîîðäèíàòû x, y, z êîòîðûõ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz
îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), z =
z(t), t ∈ {t}, ãäå ôóíêöèè x(t), y(t), z(t) íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå {t}.

Êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî òàêæå îïðåäåëÿòü êàê ïåðåñå÷å-
íèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè: F (x, y, z) = 0,
G(x, y, z) = 0.

1Ìû çäåñü ðàññìàòðèâàåì ñàìûé èçó÷åííûé êëàññ íåïðåðûâíûõ êðèâûõ.
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Íàïðèìåð, ïðÿìóþ ìîæíî çàäàòü êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé, à ñèñòåìà óðàâíå-

íèé

{
x2 + y2 + z2 = a2,

x2 + y2 = ax
îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòóþ êðèâóþ, íîñÿùóþ íàçâà-

íèå êðèâîé Âèâèàíè (êðèâàÿ, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ñôåðà è ïðÿìîé öèëèíäð). Êðèâóþ

Âèâèàíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ïàðàìåòðè÷åñêè: x = a sin2 t, y = a sin t cos t, z = a cos t,

t ∈ [0, 2π].

Ââåä¼ì ïîíÿòèå äëèíû äóãè êðèâîé. Òå êðèâûå, êîòîðûå èìåþò äëè-
íó, ïðèíÿòî íàçûâàòü ñïðÿìëÿåìûìè. Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ (áåç òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ) íåçàìêíóòóþ ïëîñêóþ êðèâóþ L, êîòîðàÿ ïàðàìåò-
ðèçóåòñÿ óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), ãäå [T0, T ]. Âûïîëíèì ïðîèç-
âîëüíîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà [T0, T ]: T0 = t0 < t1 < ... < tn = T . Ýòîìó
ðàçáèåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå êðèâîé L òî÷êàìè M0,M1, ...,Mn,
ãäåMi(x(ti), y(ti)), i = 0, n. Îáðàçîâàâøóþñÿ ïðè ýòîì ëîìàíóþ l(T ) =
M0M1...Mn áóäåì íàçûâàòü ëîìàíîé, âïèñàííîé â êðèâóþ L è îòâå÷à-
þùåé ðàçáèåíèþ T ñåãìåíòà [T0, T ]. Óñòðåìèì äëèíó ∆ ìàêñèìàëüíîãî
çâåíà âïèñàííîé ëîìàíîé (äèàìåòð ðàçáèåíèÿ) ê 0. Åñëè ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë lim

∆→0
l(T ), òî åãî íàçûâàþò äëèíîé êðèâîé L. Äëèíó

êðèâîé, êàê è ñàìó êðèâóþ, áóäåì äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷àòü òàêæå ÷å-
ðåç L (ïî êîíòåêñòó îáû÷íî ÿñíî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó: ñàìà êðèâàÿ èëè
å¼ äëèíà).

Çàìåòèì, ÷òî â òî æå âðåìÿ äëèíà êðèâîé åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü ìíîæåñòâà äëèí âñåõ âïèñàííûõ â ýòó êðèâóþ ëîìàíûõ, ò.å.
L = sup

T

l(T ). Ïîíÿòèå äëèíû äóãè ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé ââîäèò-

ñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 1 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñïðÿìëÿåìîñòè ïëîñêîé êðèâîé è
äëèíà äóãè â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ). Ïóñòü ôóíêöèè x(t) è y(t)
íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå x′(t) è y′(t)
íà ñåãìåíòå [T0, T ]1. Òîãäà êðèâàÿ L, îïðåäåëÿåìàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), t ∈ [T0, T ], ñïðÿìëÿåìà, è äëèíà å¼
äóãè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

L =

∫ T

T0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

1Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè è ïèøóò x(t), y(t) ∈ C(1)[T0, T ], à
êðèâûå, îïèñûâàåìûå ýòèìè ôóíêöèÿìè, íàçûâàþò ãëàäêèìè. Â êàæäîé òî÷êå ãëàäêîé êðèâîé
ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ.
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Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt íàçûâàåòñÿ ïðè
ýòîì äèôôåðåíöèàëîì äóãè è îáîçíà÷àåòñÿ dl. Äëÿ ïëîñêèõ ñïðÿìëÿ-
åìûõ êðèâûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî dl2 = dx2 + dy2, ãäå dx = x′(t)dt,
dy = y′(t)dt.

Ïðèìåð. Íàéòè äëèíó äóãè, îòâå÷àþùåé îäíîé àðêå öèêëîèäû x = a(t − sin t), y =
a(1− cos t), ãäå a > 0, t ∈ [0, 2π].

Ðåøåíèå.

L =

∫ 2π

0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt =

∫ 2π

0

√
(a(1− cos t))2 + (a sin t)2dt =

= a

∫ 2π

0

√
2(1− cos t)dt = a

√
2

∫ 2π

0

√
2 sin2 t

2
dt = 2a

∫ 2π

0

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ dt =

= 2a

∫ 2π

0
sin

t

2
dt = 4a

∫ 2π

0
sin

t

2
d

(
t

2

)
= −4a cos

t

2

∣∣2π
0

= 8a.

Ñëåäñòâèå. Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì y = f(x), x ∈
[a, b], òî å¼ ìîæíî îïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = t,
y = f(t), t ∈ [a, b]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëèíà äóãè â ýòîì ñëó÷àå
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

Òåîðåìà 2 (ïðîñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíà-
òàõ ). Åñëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçóåìàÿ êðèâàÿ L çàäàíà óðàâ-
íåíèÿìè x = x(t), y = y(t), z = z(t), ãäå ôóíêöèè x(t), y(t) è z(t)
íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå x′(t), y′(t) è
z′(t) íà ñåãìåíòå [T0, T ], òî äëèíà å¼ äóãè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

L =

∫ T

T0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt.

Òåîðåìà 3 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñïðÿìëÿåìîñòè ïëîñêîé êðèâîé
è äëèíà äóãè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ). Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà â ïîëÿð-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì r = r(ϕ), ãäå ϕ ∈ [ϕ1, ϕ2], ïðè÷¼ì
ôóíêöèÿ r(ϕ) íåïðåðûâíà è èìååò íà ñåãìåíòå [ϕ1, ϕ2] íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ r′(ϕ), òî êðèâàÿ L ñïðÿìëÿåìà, è äëèíà å¼ äóãè âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

L =

∫ ϕ2

ϕ1

√
(r(ϕ))2 + (r′(ϕ))2dϕ.
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Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ L çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
íåÿâíûì óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû äóãè ëèáî
âûðàæàþò ÿâíî y ÷åðåç x (èëè x ÷åðåç y), èëè ïàðàìåòðèçóþò êðèâóþ,
è óæå ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþò äëèíó äóãè ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå.
Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàþò â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïðèìåð. Íàéòè äëèíó äóãè êàðäèîèäû r = a(1 + cosϕ), ϕ ∈ [0, 2π] (a > 0).

Ðåøåíèå. Èìååì r′(ϕ) = −a sinϕ, (r(ϕ))2 + (r′(ϕ))2 = a2(2 + 2 cosϕ) = 4a2 cos2 ϕ
2 , òîãäà

L =

∫ 2π

0

√
(r(ϕ))2 + (r′(ϕ))2dϕ = 2a

∫ 2π

0

∣∣∣cos
ϕ

2

∣∣∣ dϕ = 8a

∫ π

0
cos

ϕ

2
d
(ϕ

2

)
= 8a.

4.3.3 Âû÷èñëåíèå îáú¼ìîâ òåë, â òîì ÷èñëå òåë âðàùåíèÿ

Ïîíÿòèå îáú¼ìà òåëà ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ïëîùàäè ïëîñêîé
ôèãóðû. Ïðè ýòîì òåðìèí ¾ìíîãîóãîëüíèê¿ ñëåäóåò çàìåíèòü òåðìè-
íîì ¾ìíîãîãðàííèê¿. Òåëî, èìåþùåå êîíå÷íûé îáú¼ì, íàçûâàåòñÿ êó-
áèðóåìûì.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êóáèðóåìîñòè). Äëÿ
òîãî ÷òîáû òåëî F áûëî êóáèðóåìî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî
ãðàíèöà èìåëà îáú¼ì íóëü.

Îáú¼ì êóáèðóåìîãî òåëà ðàâåí îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó íåçàâèñèìî
îò òîãî, ñ ãðàíèöåé èëè áåç ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåòñÿ ýòî òåëî.

1. Âû÷èñëåíèå îáú¼ìà òåëà ïî èçâåñòíûì ïëîùàäÿì ïîïåðå÷íûõ
ñå÷åíèé. Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy íåêîòî-
ðîå (êóáèðóåìîå) òåëî F , ðàñïîëîæåííîå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè x = a è
x = b òàê, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ [a, b] èçâåñòíà ïëîùàäü S(x) ñå÷åíèÿ
äàííîãî òåëà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x; 0; 0) (a ≤ x ≤ b)
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïëîùàäü S(x) ñå÷åíèÿ êóáèðóåìîãî òåëà F êàê
ôóíêöèÿ x íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà îáú¼ì òåëà F âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

V =

∫ b

a

S(x)dx.

2. Îáú¼ì òåëà âðàùåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Òåîðåìà 2 (Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ çàäàíà ñòàíäàðòíî îòíîñè-
òåëüíî îñè Ox è âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Ox). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = y(x)
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íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà òåëî Fx, îáðàçîâàííîå âðàùåíèåì
âîêðóã îñè Ox êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

F = {(x; y)| a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ y(x), y(x) ∈ C[a, b]},

êóáèðóåìî, è åãî îáú¼ì Vx ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

Vx = π

∫ b

a

y2(x)dx.

Ïðèìåð. Íàéòè îáú¼ì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè Ox ïëîñêîé ôèãóðû,
îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 2x− x2 è y = 0.

Ðåøåíèå. Èìååì

Vx = π

∫ 2

0
y2(x)dx = π

∫ 2

0
(2x− x2)2dx = π

∫ 2

0
(x4 − 4x3 + 4x2)dx =

16π

15
.

Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îáú¼ìà òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

F = {(x; y)| c ≤ y ≤ d, 0 ≤ x ≤ x(y), x(y) ∈ C[c, d]}

âîêðóã îñè Oy:

Vy = π

∫ d

c

x2(y)dy.

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè, òî ñëåäóåò â ñîîòâåòñòâóþùåì
èíòåãðàëå ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t.

Òåîðåìà 3 (Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ çàäàíà ñòàíäàðòíî îòíîñè-
òåëüíî îñè Ox è âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oy). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = y(x)
íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b]. Òîãäà òåëî Fy, îáðàçîâàííîå âðàùåíèåì
âîêðóã îñè Oy êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

F = {(x; y)| 0 ≤ a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ y(x)}

êóáèðóåìî, è åãî îáú¼ì Vy ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

Vy = 2π

∫ b

a

xy(x)dx.

3. Îáú¼ì òåëà âðàùåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Òåîðåìà 4 (Êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âðà-
ùàåòñÿ âîêðóã ïîëÿðíîé îñè OP ). Ïóñòü ôóíêöèÿ r = r(ϕ) íåïðåðûâíà
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íà ñåãìåíòå [α, β]. Òîãäà òåëî Fp, îáðàçîâàííîå âðàùåíèåì âîêðóã ïî-
ëÿðíîé îñè êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà

F = {(r;ϕ)| 0 ≤ α ≤ ϕ ≤ β ≤ π, 0 ≤ r ≤ r(ϕ)},

êóáèðóåìî, è åãî îáú¼ì Vp ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ôîðìóëå

Vp =
2π

3

∫ β

α

r3(ϕ) sinϕdϕ.

4.3.4 Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåëà âðàùåíèÿ

Ïóñòü â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ââåäåíà äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz. Ïîâåðõíîñòüþ íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
M , êîîðäèíàòû x, y è z êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v),

ãäå (u, v) ∈ Ω ⊆ R2. Ôóíêöèè x(u, v), y(u, v), z(u, v) îáû÷íî ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà Ω.

Ïîìèìî çàäàíèÿ òðåìÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, ïîâåðõ-
íîñòü â äåêàðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà òàêæå íåÿâíî ñ
ïîìîùüþ îäíîãî óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåø¼ííîãî îòíîñèòåëüíî íè îäíîé èç
ïåðåìåííûõ: F (x, y, z) = 0.

Ïðèìåð. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ x = R sinu cos v, y = R sinu sin v, z = R cosu, ãäå
0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v < 2π, R � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþò ñôåðó ðàäèóñà R ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðîâ u, v èç äàííûõ òð¼õ ïàðàìåòðè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê íåÿâíîìó óðàâíåíèþ ñôåðû:

x2 + y2 + z2 = R2.

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà îäíèì èç óðàâíåíèé âèäà z = z(x, y),
y = y(x, z) èëè x = x(y, z), òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü çàäàíà ÿâíûì
îáðàçîì.1

1. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ â
ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ êðèâîé âðàùåíèÿ.

1Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü íàçîâ¼ì ãëàäêîé, åñëè îíà çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè,
ãäå ôóíêöèè x(u, v), y(u, v), z(u, v) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî
ïîðÿäêà â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè Ω íà ïëîñêîñòè (u, v). Â êàæäîé òî÷êå
òàêîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü.
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Òåîðåìà 1 (ñëó÷àé ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ êðèâîé). Ïóñòü ïëîñ-
êàÿ êðèâàÿ AB çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(t),
y = y(t), t ∈ [T0, T ], ãäå x(t), y(t) ∈ C(1)([T0, T ]), y(t) ≥ 0 íà ñåã-
ìåíòå [T0, T ]. Òîãäà ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì äóãè
AB âîêðóã îñè Ox, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Sïîâ.,x = 2π

∫ T

T0

y(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

2. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ â
ñëó÷àå ÿâíîãî çàäàíèÿ êðèâîé âðàùåíèÿ.

Òåîðåìà 2 (ñëó÷àé ÿâíîãî çàäàíèÿ êðèâîé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ ). Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì y = y(x), ãäå íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
íà îòðåçêå [a, b], òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì äóãè
êðèâîé âîêðóã îñè Ox, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Sïîâ.,x = 2π

∫ b

a

y(x)
√

1 + (y′(x))2dx.

3. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Òåîðåìà 3. Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíî â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
óðàâíåíèåì r = r(ϕ), 0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2 ≤ π, ãäå ôóíêöèÿ r(ϕ) íåïðå-
ðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé 1-ãî ïîðÿäêà íà ñåãìåíòå [ϕ1, ϕ2],
òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì äóãè êðèâîé âîêðóã
ïîëÿðíîé îñè OP , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Sïîâ.,OP = 2π

∫ ϕ2

ϕ1

r sinϕ
√

(r(ϕ))2 + (r′(ϕ))2dϕ.

Ôèçè÷åñêèå è äð. ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.
Äàííûé ïóíêò ïîñâÿù¼í ïðèëîæåíèÿì èç îáëàñòè ôèçèêè, â ÷àñòíî-
ñòè, ìåõàíèêè.
1. Ïóñòü AB � äóãà ïëîñêîé ãëàäêîé êðèâîé, ρ(l) � ëèíåéíàÿ ïëîò-

íîñòü ìàññû â òåêóùåé òî÷êå êðèâîé (0 ≤ l ≤ L). Òîãäà ìàññà M
êðèâîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M =

∫ L

0

ρ(l)dl,
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ãäå dl � äèôôåðåíöèàë äóãè. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.
à) Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíûì îáðàçîì â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò óðàâíåíèåì y = y(x), ãäå y(x) ∈ C(1)[a, b], òî å¼ ìàññà âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

M =

∫ b

a

ρ(x)
√

1 + (y′(x))2dx.

á) Ïóñòü òåïåðü ïðîñòàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà â äåêàðòîâîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t),
t ∈ [T0, T ], ãäå x(t), y(t) íåïðåðûâíû íà [T0, T ] âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâû-
ìè ïðîèçâîäíûìè, è ïóñòü ρ(x(t), y(t)) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìàññû â òî÷êå (x; y) ýòîé êðèâîé. Òîãäà ìàññà êðèâîé âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

M =

∫ T

T0

ρ(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

â) Â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ çàäàíà ÿâíûì îáðàçîì â ïîëÿðíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì r = r(ϕ), ãäå r(ϕ) ∈ C(1)[ϕ1, ϕ2], òî ìàññà
êðèâîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M =

∫ ϕ2

ϕ1

ρ(ϕ)
√

(r(ϕ))2 + (r′(ϕ))2dϕ.

2. Êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ïëîñêîé êðèâîé. Êîîðäèíàòû öåí-
òðà òÿæåñòè äóãè ïëîñêîé êðèâîé íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

xc =
1

L

∫ L

0

x(l)dl, yc =
1

L

∫ L

0

y(l)dl.

à) Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ÿâíûì óðàâíåíèåì y = y(x), y(x) ∈ C(1)[a, b], òî êîîðäèíàòû
öåíòðà òÿæåñòè å¼ äóãè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

xc =
1

L

∫ b

a

xdl, yc =
1

L

∫ b

a

y(x)dl,

ãäå dl =
√

1 + (y′(x))2dx, L =
∫ b
a dl.

á) Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x =
x(t), y = y(t), ãäå t ∈ [T0, T ], x(t), y(t) ∈ C(1)[T0, T ], x(T0) = a, x(T ) = b,
òî êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè å¼ äóãè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

xc =
1

L

∫ T

T0

x(t)dl, yc =
1

L

∫ T

T0

y(t)dl,
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ãäå dl =
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dx, L =
∫ T
T0
dl.

â) Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíî â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíå-
íèåì r = r(ϕ) ∈ C(1)[ϕ1, ϕ2], òî

xc =
1

L

∫ ϕ2

ϕ1

r cosϕdl, yc =
1

L

∫ ϕ2

ϕ1

r sinϕdl,

ãäå dl =
√

(r(ϕ))2 + (r′(ϕ))2dϕ, L =
∫ ϕ2

ϕ1
dl.

3. Ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èç òî÷êè a îñè Ox â
òî÷êó b ïîä äåéñòâèåì ïàðàëëåëüíîé îñè Ox íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé
ñèëû F (x) ÷èñëåííî ðàâíà èíòåãðàëó∫ b

a

F (x)dx.

4. Ïóòü S, ïðîéäåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, äâèæóùåéñÿ ïðÿìî-
ëèíåéíî ñ íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v(t) (ôóíêöèÿ âðåìåíè
t) çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè a ≤ t ≤ b, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =

∫ b

a

v(t)dt.

5. Ñóùåñòâóþò ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà è â ýêîíîìè-
êå. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ y = f(t) îïèñûâàåò èçìåíåíèå ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè íåêîòîðîãî ïðîèçâîäñòâà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òî îáú¼ì ïðî-
äóêöèè Q, ïðîèçâåä¼ííîé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t1, t2], ìîæåò áûòü
âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

Q =

∫ t2

t1

f(t)dt.

4.3.5 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Âûøå áûëî ðàññìîòðåíî ïîíÿòèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà, èëè
ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðîìåæóòîê èí-
òåãðèðîâàíèÿ êîíå÷åí, à ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííîé. Äàííûé ïóíêò ïîñâÿù¼í îáîáùåíèþ ýòîãî ïîíÿòèÿ íà òå ñëó-
÷àè, êîãäà ëèáî ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ áåñêîíå÷åí, ëèáî ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà
íà ïðîìåæóòêå [a,+∞) è èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå â ëþáîé
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êîíå÷íîé åãî ÷àñòè [a,A] (∀A > a). Ïðåäåë èíòåãðàëà
∫ A
a f(x)dx (êîíå÷-

íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ïðè A → +∞ íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì èíòå-
ãðàëîì 1-ãî ðîäà îò ôóíêöèè f(x) ïî ïîëóïðÿìîé [a,+∞) è îáîçíà÷àþò
ñèìâîëîì ∫ +∞

a

f(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

a

f(x)dx.

Â ñëó÷àå, êîãäà ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí, ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ,
à ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé â áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
[a,+∞) (â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå). Åñëè æå äàííûé ïðåäåë áåñêîíå÷åí
èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ïðî èíòåãðàë ãîâîðÿò, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ (ñîîò-
âåòñòâåííî, ôóíêöèÿ f(x) � íåèíòåãðèðóåìà). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýòîò
ïðåäåë ðàâåí +∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ê +∞. Áåñêî-
íå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà x = +∞ (ïðàâûé êîíåö ïðîìåæóòêà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå îñîáîé òî÷êîé (îñîáåííîñòüþ 1-ãî
ðîäà). Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàþò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà
íà ïðîìåæóòêå [a,+∞), òî

∫ a
+∞ f(x)dx = −

∫ +∞
a f(x)dx.

Èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x) ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó (−∞,+∞)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

A′→−∞
A→+∞

∫ A

A′
f(x)dx

ïðè íåçàâèñèìîì ñòðåìëåíèè A→ +∞ è A′ → −∞.
Ïðèìåð. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ ëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

(åñëè ñõîäèòñÿ, òî íàéòè åãî çíà÷åíèå):

à)

∫ +∞

0

dx

1 + x2
; á)

∫ +∞

0
cosxdx.

Ðåøåíèå. à) Ôóíêöèÿ
dx

1 + x2
èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó â ëþáîì êîíå÷íîì ñåãìåíòå [0, A]

(A > 0), ïðè÷¼ì
A∫
0

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣A
0

= arctgA. Òàê êàê äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà ïðè A→ +∞

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë, ðàâíûé
π

2
, òî èíòåãðàë

A∫
0

dx

1 + x2
ñõîäèòñÿ è ðàâåí

π

2
.

á) Èìååì ∫ +∞

0
cosxdx = lim

A→+∞

∫ A

0
cosxdx = lim

A→+∞
sinx

∣∣A
0

= sinA.

Ïîñêîëüêó ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî äàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ
f(x), îïðåäåë¼ííóþ â êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a, b] (çà èñêëþ÷åíèåì,
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áûòü ìîæåò, êîíöîâ ýòîãî ñåãìåíòà), íî íåîãðàíè÷åííóþ íà í¼ì. Ïðåä-
ïîëîæèì, ðàäè îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî íà ëþáîì ñåãìåíòå âèäà [a, b − ε]
(0 < ε < b− a) ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è ñîáñòâåííî èíòåãðèðóåìà, íî ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé â ëåâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b. Òî÷êà b â ýòîì ñëó-
÷àå, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ â ýòîé òî÷êå èëè íåò,
íîñèò íàçâàíèå îñîáîé òî÷êè 2-ãî ðîäà. Ïðåäåë èíòåãðàëà

∫ b−ε
a f(x)dx

(êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ïðè ε → +0 íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì
èíòåãðàëîì 2-ãî ðîäà îò ôóíêöèè f(x) îò a äî b è îáîçíà÷àþò∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→+0

∫ b−ε

a

f(x)dx.

Â ñëó÷àå, êîãäà ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí, ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ,
à íåîãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé â ïðåäåëàõ
îò a äî b (â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå). Åñëè æå äàííûé ïðåäåë áåñêîíå÷åí
èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ïðî èíòåãðàë ãîâîðÿò, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ, à ôóíê-
öèÿ f(x) � íåèíòåãðèðóåìà íà äàííîì ïðîìåæóòêå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
ýòîò ïðåäåë ðàâåí +∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ê +∞.

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ ñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, ïî îïðåäåëåíèþ
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå
[a, b], òî ∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

Ïðè èññëåäîâàíèè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ íà ñõîäèìîñòü (êàê è
ïðè âû÷èñëåíèè èõ ïî îïðåäåëåíèþ) âûÿñíÿþò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
â îêðåñòíîñòè êàæäîé èç îñîáûõ òî÷åê (åñëè îñîáàÿ òî÷êà 2-ãî ðîäà, òî
îòäåëüíî â ëåâîé è ïðàâîé å¼ îêðåñòíîñòÿõ). Èíòåãðàë ñ÷èòàåòñÿ ñõî-
äÿùèìñÿ, òîëüêî åñëè îí ñõîäèòñÿ â êàæäîé îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé
îñîáîé òî÷êè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë ñ÷èòàþò ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè t = 1/(b − x) ðàññìîòðåííûé âûøå íåñîá-
ñòâåííûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b ïðèâîäèòñÿ ê
íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó 1-ãî ðîäà (ïðè ýòîì îñîáåííîñòü 2-ãî ðîäà
ïðåîáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå óêàçàííîé ïîäñòàíîâêè â îñîáåííîñòü 1-ãî
ðîäà).

Òàê êàê íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñóòü ïðåäåëû ñîáñòâåííûõ, òî èõ
ñâîéñòâà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Â
÷àñòíîñòè, íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ëèíåéíîñòè
è àääèòèâíîñòè.
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Åñòü è îòëè÷èÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò ñîáñòâåííûõ. Íàïðè-
ìåð, åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a,+∞), òî îíà, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Ñêàæåì, ôóíêöèÿ

f(x) =
1√

x3 + x
èíòåãðèðóåìà (â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå) íà áåñêîíå÷-

íîì ïðîìåæóòêå (0,+∞), îäíàêî, î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîé íà í¼ì.

Âñå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ îáî-
ùàþòñÿ íà ñëó÷àé íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ íåñîá-
ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ 1-ãî ðîäà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â
áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a,+∞) è èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñ-
ëå íà ëþáîì êîíå÷íîì ñåãìåíòå [a,A] (A > a). Åñëè äëÿ f(x) ïðè ýòîì
ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ F (x) íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå [a,+∞),
òî ∫ +∞

a

f(x)dx = F (x)
∣∣∣+∞
a

= F (+∞)− F (a).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà:∫ +∞

1

dx

x2
.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ F (x) = − 1
x ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèåé äëÿ ôóíê-

öèè 1
x2

íà ïðîìåæóòêå [1,+∞), ïîýòîìó ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà èìååì∫ +∞

1

1

x2
dx =

(
−1

x

) ∣∣∣+∞
1

= −0 + 1 = 1.

À âîò êàê âûãëÿäèò ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ íåñîá-
ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ 1-ãî ðîäà.

Òåîðåìà (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì íåñîáñòâåííîãî èíòåãðà-
ëà 1-ãî ðîäà). Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû íà ïîëóèíòåðâàëå [a,+∞), è ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë lim

x→+∞
(f(x)g(x)). Òîãäà èç ñõîäèìîñòè îäíîãî èç èíòåãðàëîâ∫ +∞

a f(x)g′(x)dx èëè
∫ +∞
a f ′(x)g(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü âòîðîãî èí-

òåãðàëà, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ +∞

a

f(x)g′(x)dx = (f(x)g(x))
∣∣+∞
a
−
∫ +∞

a

f ′(x)g(x)dx.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ èñïîëüçó-
þòñÿ, íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì, ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè è íåêî-
òîðûå äðóãèå âîçìîæíîñòè.
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5 ËÅÊÖÈß: Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

¾Åñëè âû õîòèòå íàó÷èòüñÿ ïëàâàòü, òî ñìåëî âõîäèòå â âîäó,

à åñëè õîòèòå íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷è, òî ðåøàéòå èõ!¿

Ä. Ïîéà

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

I. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. m-ìåðíîå åâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè â m-ìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå â âèäå îòêðûòîãî øàðà. Îáëàñòü çàäàíèÿ è ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Ïðåäåë ôóíêöèè. Àðèôìåòè-
÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè ïðåäåë. Áåñêîíå÷íî ìàëûå
è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è ïî êàæ-
äîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè). Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé (îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä íåïðåðûâíûìè â äàííîé òî÷êå
ôóíêöèÿìè, î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè, îá óñòîé÷èâîñòè çíà-
êà íåïðåðûâíîé â äàííîé òî÷êå ôóíêöèè, î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ÷åðåç ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå, 1-ÿ è 2-ÿ òåîðåìû Âåé-
åðøòðàññà).

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Äèôôåðåíöèàë.
Ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà. Ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ íåïðåðûâíîñòüþ.
Ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè â âèäå íåïðåðûâíîñòè
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.
Ãðàäèåíò. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
n-êðàòíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

II. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îáûêíîâåííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ÎÄÓ: ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, èí-
òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëü-
íî ïðîèçâîäíîé. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà Êîøè î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y). Îáùåå
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è ÷àñòíûå ðåøåíèÿ. ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííû-
ìè è ìåòîä èõ ðåøåíèÿ. ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå
ïîðÿäêà. Íàõîæäåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî åãî îáùåìó
ðåøåíèþ.

Ëèòåðàòóðà:
[1]. Ðàçä. 4 (Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ). Ãë. 12 (Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ). Ðàçä. 6 (Ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). Ãë. 15 (Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ).

[2] ×àñòü 2 (Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ). Ãë. 11 (Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ). Ãë. 12 (×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). Ãë. 15 (Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ)

[3] Ãë. 15 (Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïå-
ðåìåííûõ). Ãë. 18 (Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ).

5.1 Ïîíÿòèå m-ìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òî÷åê è å¼ ïðåäåë

Íàçîâ¼ì m-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåâîç-
ìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: (x1, x2, ..., xm).
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ m-ìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà âîñïîëüçóåì-
ñÿ ñèìâîëîì Am. Çàïèñü M(x1, x2, ..., xm) îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà M èìååò
êîîðäèíàòû x1, x2, ..., xm. Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 1 ïîëó÷àåì ÷èñëîâóþ
ïðÿìóþ, ïðèm = 2 � êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü, ïðèm = 3 � òð¼õìåðíîå
êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Am íàçîâ¼ìm-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, åñëè ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè òî÷êàìè M ′(x′1, x

′
2, ..., x

′
m) è

M ′′(x′′1, x
′′
2, ..., x

′′
m) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå, îáîçíà÷à-

åìîå ρ(M ′,M ′′) è âûðàæàåìîå ñîîòíîøåíèåì

ρ(M ′,M ′′) =
√

(x′1 − x′′1)2 + (x′2 − x′′2)2 + ...+ (x′m − x′′m)2.

m-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî îáû÷íî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Rm

(èëè Em).
Îòêðûòûì m-ìåðíûì øàðîì ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå

M0(x
0
1, x

0
2, ..., x

0
m) íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê M ïðîñòðàíñòâà Rm,
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êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ρ(M,M0) < R (ò.å. ðàñïîëîæå-
íû îò òî÷êè M0 íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì R). Ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê M ïðîñòðàíñòâà Rm, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåñòðîãîìó íåðàâåíñòâó
ρ(M,M0) ≤ R, íàçîâ¼ì çàìêíóòûì m-ìåðíûì øàðîì ðàäèóñà R ñ
öåíòðîì â òî÷êå M0. Ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê M ∈ Rm,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó ρ(M,M0) = R, íàçûâàåòñÿ m-ìåðíîé ñôå-
ðîé ðàäèóñàR ñ öåíòðîì â òî÷êåM0. Îòêðûòûém-ìåðíûé øàð ðàäèóñà
ε > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êåM0 áóäåì íàçûâàòü ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êèM0.

Àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî äåëàëîñü íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â m-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ âíóòðåííåé, âíåøíåé, ãðàíè÷íîé, èçîëèðîâàííîé è ïðå-
äåëüíîé òî÷åê ìíîæåñòâà, à òàêæå ïîíÿòèÿ îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâ.

Ïî îòíîøåíèþ êî ìíîæåñòâó {M} âûäåëÿþò äâà âèäà òî÷åê: ïðåäåëüíûå è èçîëèðî-

âàííûå òî÷êè. Èçîëèðîâàííîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà M ∈ {M}, ó êîòîðîé åñòü îêðåñò-

íîñòü, íå èìåþùàÿ ñ {M} äðóãèõ îáùèõ òî÷åê, êðîìå M . Òî÷êà M ′ (îíà ìîæåò êàê ïðè-

íàäëåæàòü, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó {M}) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ýòîãî
ìíîæåñòâà, åñëè â ëþáîé (ñêîëü óãîäíî ìàëîé) îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íàõîäèòñÿ õîòÿ

áû îäíà òî÷êà èç ìíîæåñòâà {M}, îòëè÷íàÿ îò M . Âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà åñòü

òî÷êà, âõîäÿùàÿ â äàííîå ìíîæåñòâî âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ. Ìíîæåñòâî

òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rm íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿ-

åòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå

ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rm íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì,

åñëè íàéä¼òñÿ m-ìåðíûé øàð, ñîäåðæàùèé âñå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî {M}
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå Rm è å¼ ïðåäåë.
Ïóñòü êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà
Mn åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm. Âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì ïðîíóìåðîâàí-
íûé ðÿä òî÷åêM1,M2, ...,Mn, ... áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
òî÷åê åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm è îáîçíà÷àòü {Mn}.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} òî÷åê åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm íàçû-
âàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà A ïðîñòðàíñòâà Rm òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ìîæíî óêàçàòü îòâå÷àþùèé
åìó íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî ρ(Mn, A) < ε. Ïðè ýòîì òî÷êà A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {Mn}. Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ:

lim
n→+∞

Mn = A, èëè Mn → A ïðè n→ +∞.
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Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè òî÷åê). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} òî÷åê åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà Rm ñõîäèòñÿ ê òî÷êå A ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(n)

1 }, {x
(n)
2 },...,{x

(n)
m } êîîð-

äèíàò òî÷åê Mn ñõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê êîîðäèíàòàì a1, a2, ..., am
òî÷êè A.

Îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê. Ïîíÿòèå ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåîðåìà Áîëüö�àíî-Âåéåðøòð�àññà. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {Mn} òî÷åê åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
íîìåðîâ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(Mn, O) ≤ C, ãäå O � òî÷êà, âñå
êîîðäèíàòû êîòîðîé ðàâíû 0.

Åñëè n1 < n2 < ... < nk < ... � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê Mn1,Mn2, ...,Mnk, ... ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè òî÷åê {Mn} è îáîçíà÷àòü {Mnk}.
Òåîðåìà (Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà). Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn} òî÷åê m-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm

ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

5.2 Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïîíÿòèå ôóíêöèè m ïåðåìåííûõ. Åñëè êàæäîé òî÷êå M , ïðèíàä-
ëåæàùåé íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó {M} ∈ Rm, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî u, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå {M} çàäàíà
ôóíêöèÿ u = u(M), èëè u = f(M). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî {M} íàçû-
âàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u = f(M). ×èñëî u íàçûâàþò
çíà÷åíèåì ôóíêöèè f â òî÷êå M . Ñîâîêóïíîñòü âñåõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè u = f(M) íàçûâàþò ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè. Íàðÿ-
äó ñ êðàòêèì îáîçíà÷åíèåì u = f(M) èñïîëüçóþò òàêæå îáîçíà÷åíèå
u = f(x1, x2, ..., xm).

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ u =

√
4− x2 − y2.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâîì 4−x2−y2 ≥ 0, èëè x2 +y2 ≤ 22,
è îïðåäåëÿåò çàìêíóòûé êðóã ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0). Â ñèëó íåðàâåíñòâà
0 ≤

√
4− x2 − y2 ≤ 2 ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [0, 2]. Ïðè

ýòîì çíà÷åíèå 0 äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, â òî÷êå (0, 2), à çíà÷åíèå 2 � â òî÷êå (0, 0).
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Ïðèìåð 2. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u =
√

1− x2 +√
y2 − 1 è íàðèñîâàòü å¼ íà ïëîñêîñòè Oxy.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäà¼òñÿ òàê: D(u) = {(x, y)
∣∣ |x| ≤ 1, |y| ≥ 1}. Èçîáðà-

çèòå å¼ ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Oxyz èìååòñÿ îáëàñòü
D, â êîòîðîé çàäàíà ôóíêöèÿ u = u(x, y, z).

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè D çàäàíî ñêàëÿðíîå ïîëå. Åñëè, íàïðèìåð,

u(x, y, z) îçíà÷àåò òåìïåðàòóðó â òî÷êå (x, y, z), òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî ñêàëÿðíîå ïîëå

òåìïåðàòóð. Åñëè îáëàñòü D çàïîëíåíà æèäêîñòüþ èëè ãàçîì è u(x, y, z) îçíà÷àåò äàâëå-

íèå â òî÷êå (x, y, z), òî èìååòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå äàâëåíèé è ò.ä.

Ðàññìîòðèì òî÷êè îáëàñòè D, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ u(x, y, z) èìååò
(ñîõðàíÿåò) ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå C:

u(x, y, z) = C.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ òî÷åê îáðàçóåò â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü. Åñëè âîçüì¼ì äðóãîå çíà÷åíèå C, òî ïîëó-
÷èì äðóãóþ ïîâåðõíîñòü. Ýòè ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè
óðîâíÿ ôóíêöèè u = u(x, y, z).

Åñëè ôóíêöèÿ u(x, y, z) îçíà÷àåò òåìïåðàòóðó â òî÷êå (x, y, z), òî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

íàçûâàþò èçîòåðìàìè, à åñëè u(x, y, z) îçíà÷àåò äàâëåíèå â òî÷êå (x, y, z), òî äëÿ ïîâåðõ-

íîñòåé óðîâíÿ èñïîëüçóþò òåðìèí èçîáàðû.

Â ñëó÷àå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íàçûâàþòñÿ
ëèíèÿìè óðîâíÿ.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè u(x, y) = x2 + y2.
Ðåøåíèå. Ïðèðàâíÿâ ôóíêöèþ ê ïðîèçâîëüíîé (íåîòðèöàòåëüíîé) êîíñòàíòå C, ïîëó-

÷èì óðàâíåíèå ëèíèé óðîâíÿ: x2+y2 = C. Î÷åâèäíî, ýòî áóäåò ñåìåéñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ
(ñ îáùèì öåíòðîì) îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0) è ðàäèóñîì

√
C.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè u(x, y) = xy.
Ðåøåíèå. Ëèíèè óðîâíÿ â äàííîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì xy = C, êîòîðîå ïðè

C 6= 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå y =
C

x
. Âèäíî, ÷òî ýòî áóäåò ñåìåéñòâî ãèïåðáîë ñ îáùèì

öåíòðîì â òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò. Çíà÷åíèþ êîíñòàíòû C = 0 ñîîòâåòñòâóþò äâå ïðÿìûå
x = 0 è y = 0.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè u(x, y, z) = x+ y + z.
Ðåøåíèå. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì x+y+z = C, êîòîðîå îïðåäåëÿåò

ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé.

Ïðèìåð 4. Íàéòè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè u(x, y, z) = x2 + y2 + z2.
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Ðåøåíèå. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 + z2 = C, êîòîðîå ïðè

ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì C îïðåäåëÿåò êîíöåíòðè÷åñêèå (ñ îáùèì öåíòðîì) ñôåðû ðàäèóñà
√
C.

5.2.1 Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïðåäåë ôóíêöèè m ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u = f(M),
îïðåäåë¼ííóþ íà ìíîæåñòâå {M} òî÷åê m-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà, è òî÷êó M0(x

0
1, ..., x

0
m) ∈ Rm, áûòü ìîæåò è íå ïðèíàäëåæà-

ùóþ ìíîæåñòâó {M}, íî îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â ëþáîé δ-
îêðåñòíîñòè òî÷êèM0 ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà {M},
îòëè÷íàÿ îòM0 (ò.å.M0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà {M}).
Îïð. 1 (ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå M0 ïî Ã�åéíå). ×èñëî b íàçûâàåòñÿ

ïðåäåëîì ôóíêöèè u = f(M) â òî÷êå M0 (èëè ïðè M , ñòðåìÿùåìñÿ ê
M0), åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ êM0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn} òî÷åê
ìíîæåñòâà {M}, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé îòëè÷íû îòM0 (Mn 6= M0), ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(Mn)} çíà÷åíèé ôóíêöèè
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó b.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ:

lim
M→M0

f(M) = b, èëè f(M)→ b ïðè M →M0.

Òàê êàê ñõîäèìîñòüM êM0 ïîêîìïîíåíòíàÿ, òî ïðåäåë ìîæíî çàïèñàòü
â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå m-êðàòíîãî ïðåäåëà

lim
x1→x01
x2→x02
...

xm→x0m

f(x1, x2, ..., xm) = b.

ãäå ïåðåìåííûå xi îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñòðåìÿòñÿ
ê ñâîèì ïðåäåëàì x0

i , i = 1,m.

Îïð. 1∗ (ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå M0 ïî Êîøè). ×èñëî b íàçûâàåò-
ñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè u = f(M) â òî÷êå M0 (èëè ïðè M → M0), åñëè
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M èç ìíîæåñòâà {M},
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 0 < ρ(M,M0) < δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f(M)− b| < ε.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
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Äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì êðàòíîãî ïðå-
äåëà, òîëüêî ÷òî ââåä¼ííîãî âûøå, ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå ïîâòîðíîãî ïðå-
äåëà, êîãäà âñå ïåðåìåííûå óñòðåìëÿþòñÿ ê ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà÷å-
íèÿì íå íåçàâèñèìî è îäíîâðåìåííî, à ïî î÷åðåäè � îäíà çà äðóãîé.
Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y) íàðÿäó ñ äâîé-
íûì ïðåäåëîì lim

x→x0
y→y0

f(x, y) â òî÷êåM0(x0, y0) ñóùåñòâóþò äâà ïîâòîðíûõ

ïðåäåëà
lim
x→x0

( lim
y→y0

f(x, y)) è lim
y→y0

( lim
x→x0

f(x, y)).

Â ïîâòîðíûõ ïðåäåëàõ âíà÷àëå âñåãäà âû÷èñëÿåòñÿ ¾âíóòðåííèé¿ ïðå-
äåë, à óæå çàòåì íàõîäÿò ¾âíåøíèé¿ ïðåäåë. Ýòè òðè ïðåäåëà íå îáÿ-
çàòåëüíî îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþò è ðàâíû äðóã äðóãó, ïîýòîìó, íà-
ïðèìåð, ñâîäèòü çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî ïðåäåëà ê âû÷èñëåíèþ
îäíîãî èç ïîâòîðíûõ â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ. Ýòî äåìîíñòðèðóåò ñëå-
äóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà

â òî÷êå (0, 0) ñóùåñòâóþò è ðàâíû íóëþ: lim
x→0

(lim
y→0

f(x, y)) = lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = 0, à äâîéíîé

ïðåäåë lim
x→0
y→0

f(x, y) íå ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ïåðâûé èç ïîâòîðíûõ ïðåäåëîâ. Òàê êàê ïðè x 6= 0 èìååì

lim
y→0

f(x, y) = 0, òî lim
x→0

(lim
y→0

f(x, y)) = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âòîðîé èç ïî-

âòîðíûõ ïðåäåëîâ òàêæå ðàâåí íóëþ. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äâîéíîé ïðåäåë íå ñóùåñòâó-

åò, ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê: M ′k(
1
k ,

1
k ) è M ′′k ( 1

k ,−
1
k ). Î÷åâèäíî, ÷òî îáå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå (0, 0), íî ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäÿòñÿ ïðè k → +∞ ê ðàçëè÷íûì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì:

f(M ′k)→ 1, f(M ′′k )→ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè M → ∞. Äëÿ ýòîãî ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî {M}, íà êîòîðîì çàäàíà ôóíêöèÿ u = f(M),
äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî) δ > 0 èìååò õîòÿ áû îäèí ýëå-
ìåíò M , ëåæàùèé âíå øàðà ðàäèóñà δ ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0, 0, ..., 0).
Îãðàíè÷èìñÿ ïîíÿòèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäåëà ïî Êîøè.

Îïð. 2 (ïðåäåë ôóíêöèè ïðè M → ∞ ïî Êîøè). ×èñëî b íàçû-
âàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè u = f(M) ïðè M → ∞, åñëè äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî δ òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åêM èç ìíîæåñòâà {M}, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ρ(M,O) > δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(M) − b| < ε. Ýòîò
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ôàêò îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
M→∞

f(M) = b, èëè f(M)→ b ïðè M →∞.

Ñôîðìóëèðóåì, íàêîíåö, ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà â òî÷êå.

Îïð. 3 (áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå M0 ïî Êîøè). Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ u = f(M) èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ïðè M → M0,
åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà E íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê M ∈ {M}, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < ρ(M,M0) < δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f(M)| > E. Îáîçíà÷åíèÿ:

lim
M→M0

f(M) =∞, èëè f(M)→∞ ïðè M →M0.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0
y→0

sin(xy)

xy
.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó t = xy è âîñïîëüçóåìñÿ 1-ì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì

lim
t→0

sin t

t
= 1. Ïîëó÷èì, ÷òî èñêîìûé ïðåäåë ðàâåí 1.

Ïðèìåð 2. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë lim
x→0
y→0

2xy

x2 + y2
?

Ðåøåíèå. Ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè òî÷åêM

′
n = ( 1

n ,
1
n) èM

′′
n = ( 1

n ,
1
n2 ). Îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå (0, 0) ïðè

n→ +∞. Âìåñòå ñ òåì, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäÿòñÿ
ê ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì:

f(M
′
n) =

2 · 1
n ·

1
n

1
n2 + 1

n2

= 1→ 1, f(M
′′
n ) =

2 · 1
n ·

1
n2

1
n2 + 1

n4

→ 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî Ãåéíå.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè
ïðåäåë. Ïóñòü äâå ôóíêöèè u = f(M) è u = g(M) çàäàíû íà îäíîì è
òîì æå ìíîæåñòâå {M} è èìåþò â òî÷êå M0 ïðåäåëû, ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíûå b è c. Òîãäà ôóíêöèè f(M) + g(M), f(M)− g(M), f(M) · g(M),
f(M)/g(M) òàêæå èìåþò â òî÷êå M0 ïðåäåëû, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå
b+ c, b− c, b · c, b/c (â ñëó÷àå ÷àñòíîãî äîïîëíèòåëüíî òðåáóåì c 6= 0).

Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè m ïåðå-
ìåííûõ. Ôóíêöèÿ u = f(M) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷-
êå M0 (èëè ïðè M → ∞), åñëè lim

M→M0

f(M) = 0 (ñîîòâåòñòâåííî

lim
M→∞

f(M) = 0). Ôóíêöèÿ u = f(M) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé
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â òî÷êå M0 (ïðè M → ∞), åñëè lim
M→M0

f(M) = ∞ (ñîîòâåòñòâåííî

lim
M→∞

f(M) =∞).

Ïðèìåð 3. ßâëÿåòñÿ ëè áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèÿ u =
1

x2 + y4
ïðè

x→∞, y →∞? ßâëÿåòñÿ ëè òà æå ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè
x→ 0, y → 0?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðåäåë lim
x→∞
y→∞

1

x2 + y4
= 0, òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → 0, y → 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó

lim
x→0
y→0

1

x2 + y4
=∞, òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x→ 0,

y → 0.

5.2.2 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

ÏóñòüM0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà Rm, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
{M} ôóíêöèè u = f(M) è ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîâðåìåííî ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé äëÿ ìíîæåñòâà {M}. Ôóíêöèÿ u = f(M) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé
â òî÷êå M0, åñëè ïðåäåë ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå M0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí
çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(M0) â ýòîé òî÷êå:

lim
M→M0

f(M) = f(M0), èëè f(M)→ f(M0) ïðèM →M0.

Ðàñêðûâàÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà, ñôîðìóëèðóåì ýòè îïðåäåëåíèÿ íà ÿçû-
êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ïî Ã�åéíå) è íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ (ïî Êîø�è).

Îïð. 1 (íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå ïî Ãåéíå). Ôóíê-
öèÿ u = f(M) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå M0, åñëè äëÿ ëþáîé
ñõîäÿùåéñÿ ê M0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn} òî÷åê ìíîæåñòâà {M} ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(Mn)} çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó f(M0).

Îïð. 1∗ (íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå ïî Êîøè). Ôóíê-
öèÿ u = f(M) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå M0, åñëè äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ îòâå÷àþùåå åìó ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî δ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M èç ìíîæåñòâà {M}, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ ρ(M,M0) < δ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(M)−f(M0)| <
ε.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íåïðåðûâíîcòü ôóíêöèè â òî÷êåM0 îçíà÷à-
åò âîçìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîä çíàêîì ôóíêöèè:

lim
M→M0

f(M) = f( lim
M→M0

M).

Îïð. 2 (íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå). Ôóíêöèÿ u =
f(M), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå {M}, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà
ýòîì ìíîæåñòâå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà
{M}.

Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rm, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâ-
íîñòè, íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ u = xy ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ïëîñêîñòè R2, à ôóíêöèÿ

u =
1

xy
ðàçðûâíà â òî÷êàõ, ó êîòîðûõ èëè x = 0, èëè y = 0, ò.å. â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà

êîîðäèíàòíûõ îñÿõ.

Ïðèìåð 2. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè u(x, y) =
xy

x+ y
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà ïðè x+ y = 0, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ðàçðûâà çàïîë-

íÿþò ñîáîé ïðÿìóþ y = −x.

Ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ïî
ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ â
îòäåëüíîñòè. Ïðèâåä¼ì ýòî îïðåäåëåíèå è ïîêàæåì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé íåïðåðûâíîñòü ïî ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ ñ íåïðåðûâíî-
ñòüþ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè m ïåðåìåííûõ ïî êàæäîé èç ïåðå-
ìåííûõ. Ââåä¼ì äëÿ ôóíêöèè u = f(x1, x2, ..., xm) ïîíÿòèå íåïðåðûâ-
íîñòè â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ ïðè ôèêñèðîâàí-

íûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì, íàïðèìåð, íåïðå-
ðûâíîñòü ïî k-é ïåðåìåííîé xk (1 ≤ k ≤ m). Çàôèêñèðóåì â òî÷-
êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xk−1, xk+1, ..., xm,

êðîìå ïåðåìåííîé xk, ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì x0
1,

x0
2, ..., x

0
k−1, x

0
k+1, ..., x

0
m òî÷êè M0, îñòàâèâ ñâîáîäíîé òîëüêî ïåðåìåí-

íóþ xk. Ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
M0(x

0
1, ..., x

0
m) ïî ïåðåìåííîé xk, åñëè

lim
xk→x0k

f(x0
1, ..., x

0
k−1, xk, x

0
k+1, ..., x

0
m) = f(x0

1, ..., x
0
k−1, x

0
k, x

0
k+1, ..., x

0
m).

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

lim
∆xk→0

f(x0
1, ..., x

0
k−1, x

0
k+∆xk, x

0
k+1, ..., x

0
m) = f(x0

1, ..., x
0
k−1, x

0
k, x

0
k+1, ..., x

0
m),
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ãäå ∆xk � ïðèðàùåíèå ïî k-ìó àðãóìåíòó (k-é ïåðåìåííîé).
Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìîå ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïî k-é

ïåðåìåííîé â òî÷êå M0:

∆ku = f(x0
1, x

0
2, ..., x

0
k−1, x

0
k + ∆xk, x

0
k+1, ..., x

0
m)−

−f(x0
1, x

0
2, ..., x

0
k−1, x

0
k, x

0
k+1, ..., x

0
m).

Òîãäà ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ÷àñò-
íîãî ïðèðàùåíèÿ: ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) ïî ïåðåìåííîé xk, åñëè lim

∆xk→0
∆ku = 0.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y) íåïðåðûâ-
íîñòü â òî÷êå M0(x0, y0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ îçíà÷àåò, ÷òî ñ
êàêîé áû ñòîðîíû è ïî êàêîé áû òðàåêòîðèè òî÷êà M(x, y) íà ïëîñêî-
ñòè Oxy íè ïðèáëèæàëàñü ê òî÷êå M0, å¼ ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí
îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó � çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(x0, y0). Íåïðåðûâíîñòü
æå ïî ïåðåìåííîé x, íàïðèìåð, îçíà÷àåò ëèøü íåïðåðûâíîñòü âäîëü îñè
Ox (òî÷êà M(x, y0) ëåæèò íà ïðÿìîé y = y0 è ìîæåò ïðèáëèæàòüñÿ ê
òî÷êå M0(x0, y0) ëèøü ñïðàâà èëè ñëåâà).

Â îáùåì ñëó÷àå èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå (ïî ñî-
âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ) ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ýòîé ôóíêöèè ïî êàæ-
äîé èç ïåðåìåííûõ. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: èç
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ íå ñëåäóåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåïðåðûâíîñòü ïî ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ.

Èòàê, íåïðåðûâíîñòü ïî ïåðåìåííîé x â òî÷êå (x0, y0) îçíà÷àåò, ÷òî
lim
x→x0

f(x, y0) = f(x0, y0), à íåïðåðûâíîñòü â ýòîé òî÷êå ïî ïåðåìåííîé y

îçíà÷àåò, ÷òî lim
y→y0

f(x0, y) = f(x0, y0).

Ïðèìåð. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, åñëè x2 + y2 6= 0,

0, åñëè x2 + y2 = 0,

íåïðåðûâíà â òî÷êå (0, 0) ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x è y, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ïî ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ â ýòîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. 1) Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå (0, 0) ïî ïåðåìåííîé x.

Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè: lim
x→0

f(x, 0) = f(0, 0), ò.å. lim
x→0

x · 0
x2 + 02

=

0 = f(0, 0). Ïîñêîëüêó óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî
ïåðåìåííîé x.
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Òåïåðü èññëåäóåì ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå (0, 0) ïî ïåðåìåííîé y. Äëÿ ýòîãî

íàäî ïðîâåðèòü óñëîâèå lim
y→0

f(0, y) = f(0, 0), ò.å. lim
x→0

0 · y
02 + y2

= 0 = f(0, 0), ÷òî îçíà÷àåò

íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé y.
2) Ïîêàæåì, ÷òî, òåì íå ìåíåå, ôóíêöèÿ íå áóäåò íåïðåðûâíîé â óêàçàííîé òî÷êå. Â

ñàìîì äåëå, âûáåðåì â êà÷åñòâå òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé òî÷êà M ïðèáëèæàåòñÿ ê (0, 0),
ïðÿìóþ âèäà y = x. Òîãäà

lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
= lim

x→0

x2

x2 + x2
=

1

2
6= 0 = f(0, 0), ò.å. ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â òî÷êå (0, 0).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé m ïåðåìåííûõ
âî ìíîãîì îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è ó ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 1 (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè â äàííîé
òî÷êå ôóíêöèÿìè). Ïóñòü äâå ôóíêöèè u = f(M) è u = g(M) çàäàíû
íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå {M} ∈ Rm è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé
òî÷êåM0 ýòîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà ôóíêöèè f(M)+g(M), f(M)−g(M),
f(M)·g(M), f(M)/g(M) òàêæå íåïðåðûâíû â òî÷êåM0 (â ñëó÷àå ÷àñò-
íîãî äîïîëíèòåëüíî òðåáóåì g(M0) 6= 0).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå
ñëîæíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ôóíêöèè

xi = ϕi(t1, t2, ..., tk), i = 1,m,

çàäàíû íà ìíîæåñòâå {N} åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rk. Êàæäîé òî÷-
êå N(t1, t2, ..., tk) ìíîæåñòâà {N} îíè ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó
M(x1, x2, ..., xm). Ïóñòü íà ìíîæåñòâå {M} âñåõ òàêèõ òî÷åê M îïðå-
äåëåíà ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ãîâîðèòü,
÷òî íà ìíîæåñòâå {N} åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rk îïðåäåëåíà ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ u = f(ϕ1(t1, ..., tk), ..., ϕm(t1, ..., tk)) ïåðåìåííûõ t1, t2, ..., tk.

Òåîðåìà 2 (î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèè
xi = ϕi(t1, t2, ..., tk), i = 1,m, íåïðåðûâíû â òî÷êå N(t1, t2, ..., tk),
à ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) íåïðåðûâíà â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷-
êå M(x1, x2, ..., xm), ãäå xi = ϕi(t1, t2, ..., tk), i = 1,m. Òîãäà ñëîæ-
íàÿ ôóíêöèÿ u = f(ϕ1(t1, ..., tk), ..., ϕm(t1, ..., tk)) íåïðåðûâíà â òî÷êå
N(t1, t2, ..., tk).

Òåîðåìà 3 (îá óñòîé÷èâîñòè çíàêà íåïðåðûâíîé â äàííîé òî÷êå
ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ u = f(M) íåïðåðûâíà â òî÷êå M0 åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà Rm è åñëè f(M0) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ δ-îêðåñòíîñòü
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òî÷êèM0, â ïðåäåëàõ êîòîðîé f(M) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è èìååò çíàê,
ñîâïàäàþùèé ñî çíàêîì f(M0).

Òåîðåìà 4 (î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÷åðåç ëþáîå ïðî-
ìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå). Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(M) íåïðåðûâíà âî âñåõ
òî÷êàõ ñâ�ÿçíîãî1 ìíîæåñòâà {M}, ïðè÷¼ì f(M1) è f(M2) � çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè â òî÷êàõ M1 è M2 ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü, äàëåå, C � ÷èñëî,
çàêëþ÷¼ííîå ìåæäó f(M1) è f(M2). Òîãäà íà ëþáîé íåïðåðûâíîé êðè-
âîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè M1 è M2 è öåëèêîì ðàñïîëàãàþùåéñÿ â {M},
íàéä¼òñÿ òî÷êà N òàêàÿ, ÷òî f(N) = C.

Òåîðåìà 5 (1-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ u = f(M)
íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå (ò.å. êîìïàêòå)
{M} åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè 2-é òåîðåìû Âåéåðøòðàññà íåîáõîäèìî ââåñòè
ïîíÿòèå òî÷íûõ ãðàíåé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Òî÷íîé âåðõ-
íåé ãðàíüþ ôóíêöèè u = f(M) íà ìíîæåñòâå {M} íàçûâàåòñÿ òàêîå
÷èñëî u, îáîçíà÷àåìîå sup

M∈{M}
f(M) (÷èòàåòñÿ ¾ñóïð�åìóì¿), êîòîðîå óäî-

âëåòâîðÿåò äâóì òðåáîâàíèÿì:
1) f(M) ≤ u äëÿ âñåõ òî÷åê M ìíîæåñòâà {M};
2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà M èç ìíîæåñòâà

{M}, äëÿ êîòîðîé f(M) > u− ε.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü u = inf

M∈{M}
f(M)

(÷èòàåòñÿ ¾èíô�èíóì¿) ôóíêöèè u = f(M) íà ìíîæåñòâå {M}.
Ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: òî÷íîé âåðõíåé (òî÷íîé íèæíåé) ãðàíüþ

ôóíêöèè u = f(M) íà ìíîæåñòâå {M} íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ (ñîîò-
âåòñòâåííî, íàèáîëüøàÿ) èç âåðõíèõ (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèõ) ãðàíåé
ýòîé ôóíêöèè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 6 (2-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ u = f(M)
íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå {M}, òî îíà äîñòè-
ãàåò íà ýòîì ìíîæåñòâå ñâîèõ òî÷íûõ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé.

1Ìíîæåñòâî {M} åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm íàçûâàåòñÿ ñâ�ÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè
ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé, âñå òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ýòîìó
ìíîæåñòâó.
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5.2.3 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïîíÿòèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè m ïåðåìåííûõ. Ïóñòü
M0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà {M} (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
u = f(x1, x2, ..., xm). Çàôèêñèðîâàâ â ýòîé òî÷êå âñå ïåðåìåííûå, êðîìå
xk, äàäèì ïðèðàùåíèå ∆xk ýòîìó àðãóìåíòó è ðàññìîòðèì îòâå÷àþùåå
åìó ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïî ýòîé ïåðåìåííîé:

∆ku = f(x0
1, x

0
2, ..., x

0
k−1, x

0
k + ∆xk, x

0
k+1, ..., x

0
m)−

−f(x0
1, x

0
2, ..., x

0
k−1, x

0
k, x

0
k+1, ..., x

0
m).

Îïðåäåëåíèå (÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé xk). Åñëè ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ

lim
∆xk→0

∆ku

∆xk
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé (1-ãî ïîðÿäêà) ôóíêöèè u =
f(x1, x2, ..., xm) â òî÷êå M0 ïî ïåðåìåííîé xk è îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç
ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

∂u

∂xk
(M0),

∂f

∂xk

∣∣∣
M=M0

, u′xk(M0), f
′
xk

(M0).

Íàïðèìåð, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 2-õ ïåðåìåííûõ u = f(x, y) îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ïðàâèëó

f ′x(x0, y0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
,

f ′y(x0, y0) = lim
∆y→0

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆y
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′x(x0, y0) è f ′y(x0, y0) ïîêàçûâàþò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè

f(x, y) â òî÷êå (x0, y0) âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé Ox è, ñîîòâåòñòâåííî, Oy.

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî àðãóìåíòó xk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáûêíî-
âåííóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé xk ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, è å¼ âû÷èñëåíèå â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ïðîèçâîäèòñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u = x2y + sin(x+ 5y) â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå (x, y).

Ðåøåíèå. Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x ñ÷èòàåì y ôèêñèðîâàííûì ïà-
ðàìåòðîì (÷èñëîì) è ïîëó÷àåì ôóíêöèþ òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé � x, ïî êîòîðîé äèô-
ôåðåíöèðóåì îáû÷íûì îáðàçîì (êàê ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé):

f ′x = 2xy + cos(x+ 5y), f ′y = x2 + 5 cos(x+ 5y).
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Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îáû÷íûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå äàþò
ðåçóëüòàòà, èñïîëüçóþò îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′x(0, 0), f ′y(0, 0), åñëè f(x, y) = 3
√
xy.

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì âíà÷àëå ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïåðåìåííîé x îáû÷íûì ñïîñî-

áîì: f ′x(x, y) = 3
√
y( 3
√
x)′x = 3

√
y · 1

3x
− 2

3 =
3
√
y

3
3√
x2
. Íî êàê òîãäà ïîñ÷èòàòü f ′x(0, 0)? Î÷åâèäíî,

ýòîé ôîðìóëîé íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ â òî÷êå (0, 0). Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå
f ′x(0, 0) è f ′y(0, 0), èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ:

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

3
√

∆x · 0− 0

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0,

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

3
√

0 ·∆y − 0

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0.

Çàìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ â äàííîé òî÷êå ó ôóíêöèè âñåõ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
â äàííîé òî÷êå.

Íàïðèìåð, âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, åñëè x2 + y2 6= 0,

0, åñëè x2 + y2 = 0,

íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0). Ïîêàæåì, ÷òî, òåì íå ìåíåå, ó ýòîé ôóíêöèè
ñóùåñòâóþò îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Â ñàìîì äåëå, íàéä¼ì èõ, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0− 0

∆x
= 0,

Àíàëîãè÷íî, f ′y(0, 0) = 0.

Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè m ïåðåìåííûõ.
Äèôôåðåíöèàë. Ïóñòü M0 � âíóòðåííÿÿ (ïðåäåëüíàÿ) òî÷êà îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ {M} ôóíêöèè u = f(x1, x2, ..., xm). Äàäèì â ýòîé òî÷-
êå âñåì ïåðåìåííûì íåáîëüøèå íåíóëåâûå ïðèðàùåíèÿ ∆x1, ...,∆xm è
ðàññìîòðèì îòâå÷àþùåå èì ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè:

∆u(M0) = f(x0
1 + ∆x1, ..., x

0
m + ∆xm)− f(x0

1, ..., x
0
m).

Îïð. 1. Ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîé â òî÷êå M0, åñëè å¼ ïîëíîå ïðèðàùåíèå â ýòîé òî÷êå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆u(M0) = A1∆x1 + ...+ Am∆xm + α1∆x1 + ...+ αm∆xm,

120



ãäå A1, ..., Am � íåêîòîðûå çàâèñÿùèå îò M0, íî íå çàâèñÿùèå îò
∆x1, ...,∆xm ÷èñëà, αi = αi(∆x1, ...,∆xm), i = 1,m, � áåñêîíå÷íî ìàëûå
ïðè ∆x1 → 0,...,∆xm → 0 ôóíêöèè.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå. Åãî ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì, áîëåå ïðîñòîì,
âèäå. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

ρ(∆x1, ...,∆xm) =
√

(∆x1)2 + ...+ (∆xm)2.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî α1∆x1 + ... + αm∆xm = o(ρ) ïðè ∆x1 → 0, ...,
∆xm → 0, è òîãäà óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå M0 ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

∆u(M0) = A1∆x1 + ...+ Am∆xm + o(ρ).

Ñóììà A1∆x1 + ...+Am∆xm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâíóþ, ëèíåéíóþ îò-
íîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé àðãóìåíòîâ ∆x1, ...,∆xm ÷àñòü ïîëíîãî ïðèðà-
ùåíèÿ ôóíêöèè è íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì (1-ãî ïîðÿäêà) ôóíêöèè
u = f(x1, x2, ..., xm) â òî÷êå M0. Äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïðèíÿòî îáîçíà-
÷åíèå: du(M0), èëè df(M0).

Òåîðåìà 1 (ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ è ñóùåñòâîâàíè-
åì â òî÷êå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ). Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm)
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0, òî â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì, ïðè÷¼ì Ai =
∂f

∂xi
(M0), i = 1,m.

Ñëåäñòâèå. Óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå M0 òî-
ãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∆u(M0) = f ′x1(M0)∆x1 + ...+ f ′xm(M0)∆xm + o(ρ),

ãäå ρ =
√

∆x2
1 + ...+ ∆x2

m, à äèôôåðåíöèàë, ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå

du(M0) = f ′x1(M0)∆x1 + ...+ f ′xm(M0)∆xm.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ñ ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé, ïîä äèôôåðåí-
öèàëîì dxi íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé xi áóäåì ïîíèìàòü ïðèðàùåíèå
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ∆xi. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïåðåïèñàòü ôîðìóëó
äëÿ äèôôåðåíöèàëà 1-ãî ïîðÿäêà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

du(M0) = f ′x1(M0)dx1 + ...+ f ′xm(M0)dxm.
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Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè z = f(x, y) âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà â
òî÷êå (x0, y0) èìååò âèä

dz(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy,

ãäå ∂f
∂x(x0, y0),

∂f
∂y (x0, y0) � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y, âû÷èñëåííûå

â ýòîé òî÷êå.
Ñðåäè âàæíåéøèõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìîæíî âû-

äåëèòü ñëåäóþùåå, îòðàæàþùåå ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ
è íåïðåðûâíîñòüþ (àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ïðèñóùå, êàê ìû ïîìíèì, è
ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé).

Òåîðåìà 2 (ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ è íåïðåðûâíî-
ñòüþ â òî÷êå). Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå M0, òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â
òî÷êå. Ñôîðìóëèðóåì ïîíÿòèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè.
Ïëîñêîñòü Π, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåòñÿ êà-
ñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ â ýòîé òî÷êå ê ïîâåðõíîñòè, åñëè óãîë ìåæäó
ýòîé ïëîñêîñòüþ è ñåêóùåé (ïðÿìîé), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóM0 è ëþ-
áóþ òî÷êóM ïîâåðõíîñòè, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà òî÷êàM ñòðåìèòñÿ
ê òî÷êå M0.

Òåîðåìà 1(ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m), òî ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ ýòîé ôóíê-

öèåé (ò.å. ãðàôèê ôóíêöèè), èìååò â òî÷êå (x0
1, ..., x

0
m, u

0), ãäå u0 =
f(x0

1, ..., x
0
m), êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, ïðè÷¼ì óðàâíåíèå ýòîé êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè èìååò âèä:

u− u0 = f ′x1(M0)(x− x1) + ...+ f ′xm(M0)(x− xm).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà äëÿ ôóíêöèé äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y), êîòî-
ðàÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êåM0(x0, y0). Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè
â ýòîé òî÷êå 4z(x0, y0) = f(x0 +4x, y0 +4y) − f(x0, y0) ãåîìåòðè÷å-
ñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèðàùåíèå àïïëèêàòû z ôóíêöèè z = f(x, y),
îòâå÷àþùåå ïðèðàùåíèÿì 4x è 4y íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y. À
äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè dz åñòü ïðèðàùåíèå àïïëèêàòû êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) â äàííîé òî÷êå.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé y = f(x)
ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé f ′(x0) áûëî äîñòàòî÷íî äëÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå x0, ò.å. ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè
â òî÷êå x0 â âèäå 4y(x0) = dy(x0) + α(4x)4x. Áîëåå òîãî, ýòî ýêâèâà-
ëåíòíûå óòâåðæäåíèÿ: èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé ñäåäóåò
äèôôåðåíöèðóåìîñòü (ñóùåñòâîâàíèå äèôôåðåíöèàëà), è íàîáîðîò.

Äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ äåëî îáñòîèò èíà÷å: ñóùåñòâî-
âàíèå âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå M0 íåîáõîäèìî, íî íå äîñòà-
òî÷íî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå: ôóíêöèÿ ìî-
æåò èìåòü â òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì, íî ïðè
ýòîì íå áûòü â íåé äèôôåðåíöèðóåìîé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðèâîäèò
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå.

Òåîðåìà 2 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè). Åñëè
ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿä-
êà ïî âñåì àðãóìåíòàì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x

0
1, ..., x

0
m),

ïðè÷¼ì âñå ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â ñàìîé òî÷êåM0, òî
óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä äèôôåðåíöèàëàìè. Äëÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, êàê è äëÿ ôóíêöèé
îäíîé ïåðåìåííîé, ìîæíî íàõîäèòü äèôôåðåíöèàëû ñóììû, ðàçíîñòè,
ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. À èìåííî,
åñëè äâå ôóíêöèè u = u(M), v = v(M) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå M ,
òî èõ ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå òàêæå äèôôåðåíöèðóå-
ìû â òî÷êå M (÷àñòíîå ïðè óñëîâèè v(M) 6= 0), ïðè÷¼ì

d(u± v) = du± dv, d(uv) = vdu+ udv, d
(u
v

)
=
vdu− udv

v2
(v 6= 0).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ
ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ïîëüçóÿñü êîòîðûìè ìîæíî íàõîäèòü
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, à òàêæå äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó íàïðàâëåíèþ. Íàëè÷èå áîëåå
îäíîé ïåðåìåííîé â àðãóìåíòå ôóíêöèè îáîáùàåò è, çà÷àñòóþ, óñëîæ-
íÿåò ìíîãèå ïîíÿòèÿ. Â ñëó÷àå ñ äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ ýòî ïðèâîäèò,
â ÷àñòíîñòè, ê òîìó, ÷òî âîçíèêàåò íîâîå (â ñðàâíåíèè ñ ôóíêöèÿìè îä-
íîé ïåðåìåííîé) ïîíÿòèå � äèôôåðåíöèðîâàíèå â ëþáîì íàïðàâëåíèè.
Äëÿ ïðîñòîòû îñòàíîâèìñÿ íà ôóíêöèÿõ äâóõ ïåðåìåííûõ.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y) îïðåäåëå-
íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0) ïëîñêîñòè Oxy è äèôôå-
ðåíöèðóåìà â òî÷êåM0. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ëó÷è, âûõîäÿùèå èç
òî÷êèM0 è ëåæàùèå â ïëîñêîñòè Oxy. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèõ ëó÷åé � áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ëó÷, îïðåäåëÿþùèé íåêîòîðîå
íàïðàâëåíèå. Ïóñòü ~e � åäèíè÷íûé âåêòîð â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè.
Åãî êîîðäèíàòû èìåþò âèä (cosα, cos β), ãäå ÷èñëà cosα, cos β íàçûâà-
þò íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè, ïðè÷¼ì cos2 α + cos2 β = 1, à α è β
� óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò âåêòîð ~e, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïîëîæèòåëüíûìè
íàïðàâëåíèÿìè îñåé Ox, Oy.

Âîçüì¼ì íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ëó÷ ~e, ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M , îò-
ëè÷íóþ îò òî÷êèM0, îáîçíà÷èâ äëèíó âåêòîðà

−−−→
M0M ÷åðåç l. Î÷åâèäíî,

÷òî ýòîò âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû
−−−→
M0M(l cosα, l cos β). C äðóãîé ñòî-

ðîíû, åñëè êîîðäèíàòû òî÷êè M ðàâíû (x, y), òî âåêòîð
−−−→
M0M èìååò

êîîðäèíàòû (x − x0, y − y0). Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ
êîîðäèíàò âåêòîðà

−−−→
M0M , ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

x = x0 + l cosα, y = y0 + l cos β.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0 è îïðå-
äåëÿåìîé åäèíè÷íûì âåêòîðîì ~e, ôóíêöèÿ u = f(x, y) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñëîæíóþ ôóíêöèþ îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé l âèäà
u = f(x0 + l cosα, y0 + l cos β).

Îïð. Ïðîèçâîäíóþ ýòîé ñëîæíîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé l, âçÿòóþ
â òî÷êå l = 0, íàçîâ¼ì ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u = f(x, y) â òî÷êå M0 ïî
íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ~e è áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∂u

∂~e (M0).
Äèôôåðåíöèðóÿ ñëîæíóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~e = {cosα,
cos β}:

∂u

∂~e
(M0) =

∂u

∂x
(M0) cosα +

∂u

∂y
(M0) cos β.

Çàìå÷àíèå. Åñëè åäèíè÷íûé âåêòîð ~e, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì âåêòîðîì ~i = {1, 0}, íàïðàâ-
ëåííûì âäîëü îñè Ox, òî ∂u

∂~e ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íóþ ÷àñòíóþ ïðîèç-
âîäíóþ ∂u

∂x , à åñëè âåêòîð ~e ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ~j = {0, 1} (îðò, èëè
âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû âäîëü îñè Oy), òî ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëå-
íèè ýòîãî âåêòîðà áóäåò îáû÷íîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé
y: ∂u∂~e = ∂u

∂y .
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Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ïî çàäàííîìó íàïðàâëåíèþ: ïðîèç-
âîäíàÿ ∂u

∂~e õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè
âåêòîðà ~e.

Ãðàäèåíò. Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u = f(x1, x2, ..., xm) â òî÷êå
M0(x

0
1, ..., x

0
m) íàçûâàåòñÿ âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

gradu(M0) =

{
∂u

∂x1
(M0), ...,

∂u

∂xm
(M0)

}
.

Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì:

gradu(x0, y0) =

{
∂u

∂x
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0)

}
.

ßñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0, òî ó íå¼ â ýòîé
òî÷êå ñóùåñòâóåò ãðàäèåíò. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà íàðÿäó ñ îáî-
çíà÷åíèåì gradu(x0, y0) òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå: ∇u(M0), ãäå
ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð

∇ =

{
∂

∂x1
, ...,

∂

∂xm

}
èìååò íàçâàíèå îïåðàòîðà ¾íàáëà¿.

Ïîëó÷åííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ1 ãðàäèåíòà è åäè-
íè÷íîãî âåêòîðà, çàäàþùåãî íàïðàâëåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

∂u

∂~e
(M0) = (~e, gradu(M0)).

Êñòàòè, ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå du(M0) = (gradu(M0),
−→
dx), ãäå

−→
dx = {dx1, ..., dxm}.

Âîñïîëüçîâàâøèñü âåêòîðíûì íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
|(~a,~b)| ≤ |~a||~b|, ïîëó÷èì∣∣∣∣∂u∂~e (M0)

∣∣∣∣ ≤ |~e||gradu(M0)| = |gradu(M0)|.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâàì ãðàäèåíòà:
1Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ ~a{a1, a2} è ~b{b1, b2} íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðî-

èçâåäåíèþ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ |~a| =
√
a21 + a22, |~b| =

√
b21 + b22 íà êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó íèìè.

Îáîçíà÷åíèå: (~a,~b) = |~a||~b| cosϕ. Åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èçâåñòíû, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (~a,~b) = a1b1 + a2b2.
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1) ñâî¼ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïðèíè-
ìàåò ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà. Òî åñòü ãðàäè-
åíò âñåãäà óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè
â òî÷êå. Ïðè ýòîì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ó ïðîèçâîäíîé äîñòèãàåòñÿ â
íàïðàâëåíèè âåêòîðà àíòèãðàäèåíòà

(
−∂u
∂~e (M0)

)
;

2) çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà ðàâíî ìîäóëþ ãðà-
äèåíòà |gradu(M0)|;

3) ãðàäèåíò â òî÷êåM0(x0, y0) âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðåí (îðòîãîíàëåí)
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó N0(x0, y0, z0).

Ïðèìåð. Íàéòè: 1) ãðàäèåíò ôóíêöèè u = x4 +y4−4x2y2 â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y),
à òàêæå â òî÷êå (1, 0);

2) ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà, îáðàçóþùåãî ñ îñüþ Ox óãîë
α = 30◦, à ñ îñüþ Oy � óãîë β = 60◦.

Ðåøåíèå. 1) Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñíà÷àëà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y), à çàòåì
â òî÷êå (1, 0):

u′x = (4x3 − 8xy2)
∣∣
(1,0)

= 4, u′y = (4y3 − 8x2y)
∣∣
(1,0)

= 0.

Òîãäà ãðàäèåíò ôóíêöèè â òî÷êå (x, y) åñòü âåêòîð gradu(x, y) = {4x3− 8xy2, 4y3− 8x2y},
ïðè÷¼ì gradu(1, 0) = {4, 0}.

2) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â çàäàííîì íàïðàâëåíèè:

∂u

∂~e
(1, 0) =

∂u

∂x
(1, 0) cosα+

∂u

∂y
(1, 0) cosβ = 4 · cos 30◦ + 0 · cos 60◦ = 2

√
3.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïóñòü ÷àñòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ
∂u

∂xi
ïî àðãóìåíòó xi ôóíêöèè u = f(x1, x2, ..., xm), îïðåäå-

ë¼ííîé â îáëàñòè {M}, ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè. Â
ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ ïåðå-
ìåííûõ x1, ..., xm, òàêæå îïðåäåë¼ííóþ â îáëàñòè {M}. Ìîæåò ñëó÷èòü-

ñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
∂u

∂xi
èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó xk

â íåêîòîðîé òî÷êåM îáëàñòè {M}. Òîãäà ýòó ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
ïåðåìåííîé xk íàçûâàþò âòîðîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, èëè ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè u = f(x1, x2, ..., xm) â òî÷êå M
(ñíà÷àëà ïî àðãóìåíòó xi, à çàòåì ïî àðãóìåíòó xk) è îáîçíà÷àþò îäíèì
èç ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ:

∂2u

∂xi∂xk
, u′′xixk, f

(2)
xixk

.
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Ïðè ýòîì åñëè i 6= k, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂2u

∂xi∂xk
=

∂

∂xk

(
∂u

∂xi

)
íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Àíàëî-
ãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì n > 2.

Íàïðèìåð, ó ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y) ñóùåñòâóþò äâå ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà
∂u

∂x
,
∂u

∂y
è ÷åòûðå ïðîèçâîäíûõ 2-ãî ïîðÿäêà

∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y∂x
,

äâå ïîñëåäíèå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèå ñìåøàííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîä-
íîé çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì ïðîèçâîäèëîñü äèôôåðåíöèðîâàíèå.
Íàïðèìåð, íå âñåãäà äëÿ ôóíêöèè u = f(x, y) âûïîëíÿåòñÿ f ′′xy = f ′′yx.
Íî åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè u = f(x, y)
íåïðåðûâíû â òî÷êåM0(x0, y0), òî â ýòîé òî÷êå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå
ðàâíû: f ′′xy(M0) = f ′′yx(M0).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x, y) = x2y+8x3−
2y â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y).

Ðåøåíèå. Èìååì: f ′x = 2xy + 24x2, f ′y = x2 − 2, ïîýòîìó

f ′′xx = 2y + 48x, f ′′xy = f ′′yx = 2x, f ′′yy = 0.

Ïîíÿòèå n-êðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ôóíêöèÿ u =
f(x1, x2, ..., xm) íàçûâàåòñÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå M0, åñëè
âñå å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà (n− 1) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðó-
åìûìè â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 1 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå n-êðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) áûëà n ðàç äèôôå-
ðåíöèðóåìà â òî÷êåM0, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
n-ãî ïîðÿäêà áûëè íåïðåðûâíûìè â òî÷êå M0.

Òåîðåìà 2 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîä-
íûõ ). Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå M0. Òîãäà â ýòîé òî÷êå âñå ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå n-
ãî ïîðÿäêà ðàâíû.

Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ m ïåðå-
ìåííûõ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M . Òîãäà äèôôåðåíöèàë n-ãî
ïîðÿäêà ââîäèòñÿ ïî èíäóêöèè: dnf(M) = d(dn−1f(M)). Â ñëó÷àå, êîãäà
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âñå ïåðåìåííûå x1, ..., xm ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, âòîðîé äèôôåðåí-
öèàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïðè ïîìîùè ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìóëû

d2u =

(
∂

∂x1
· dx1 + ...+

∂

∂xm
· dxm

)2

u.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè u = u(x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ èìååì:

d2u =

(
∂

∂x
· dx+

∂

∂y
· dy
)2

u =
∂2u

∂x2
dx2 + 2

∂2u

∂x∂y
dxdy +

∂2u

∂y2
dy2,

à äëÿ ôóíêöèè u = u(x, y, z) òð¼õ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì:

d2u =

(
∂

∂x
· dx+

∂

∂y
· dy +

∂

∂z
· dz
)2

u =

=
∂2u

∂x2
dx2 +

∂2u

∂y2
dy2 +

∂2u

∂z2
dz2 + 2

∂2u

∂x∂y
dxdy+ 2

∂2u

∂x∂z
dxdz + 2

∂2u

∂y∂z
dydz.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x, y) = x2y + 8x3 − 2y â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y), à òàêæå â òî÷êå (1, 0).

Ðåøåíèå. Âûøå ìû óæå íàõîäèëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà ýòîé ôóíê-
öèè:

f ′′xx = 2y + 48x, f ′′xy = f ′′yx = 2x, f ′′yy = 0,

ïîýòîìó

d2f(x, y) =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2 = (2y + 48x)dx2 + 4xdxdy.

Òîãäà d2f(1, 0) = (2 · 0 + 48 · 1)dx2 + (4 · 1)dxdy = 48dx2 + 4dxdy.

Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé m ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì
äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé ôóíêöèè äâóõ (m = 2) ïåðåìåííûõ u = f(x, y).
Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà (n + 1) ðàç â ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè M(x, y) èç ýòîé
îêðåñòíîñòè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà:

f(x, y) = f(x0, y0) +
1

1!

(
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)
f(x0, y0)+

+
1

2!

(
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)2

f(x0, y0)+

+
1

3!

(
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)3

f(x0, y0) + ...
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...+
1

n!

(
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)n
f(x0, y0) + o(ρn),

ãäå ρ =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M è M0, à
o(ρn) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïå�àíî. Çäåñü ñèìâîëè÷å-

ñêàÿ çàïèñü 1
n!

(
(x− x0)

∂
∂x + (y − y0)

∂
∂y

)n
f(x0, y0) (òàê æå êàê â âûðà-

æåíèÿõ äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ) îçíà÷àåò, ÷òî ñíà÷àëà
âû ðàñêðûâàåòå ñêîáêè, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè âîçâåäåíèè
â n-þ ñòåïåíü, è óæå çàòåì ïðèïèñûâàåòå ñïðàâà îò îáðàçîâàâøèõñÿ
ñèìâîëîâ ∂n âûðàæåíèå f(x0, y0), ïîñëå ÷åãî îáðàçóåìûå âûðàæåíèÿ
ïðèîáðåòàþò ñìûñë ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè A(5, 2) äî ÷ëåíîâ 3-ãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ôóíêöèþ

f(x, y) = cos(x+ y).

Ðåøåíèå. Èìååì: f(5, 2) = cos 7. Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî,2-ãî,3-ãî ïîðÿäêîâ:

f ′x = f ′y = − sin(x+ y)|x=5
y=2

= − sin 7,

f ′′x2 = f ′′y2 = f ′′xy = − cos(x+ y)
∣∣∣x=5
y=2

= − cos 7,

f ′′′x3 = f ′′′x2y = f ′′′xy2 = f ′′′y3 = sin(x+ y)
∣∣∣x=5
y=2

= sin 7.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè A(5, 2) ïîëó÷èì:

f(x, y) = f(A) +
3∑

k=1

1

k!

(
(x− 5)

∂

∂x
+ (y − 2)

∂

∂y

)k
· f(A) =

= f(A) +
1

1!
(f ′x(A)(x− 5) + f ′y(A)(y − 2))+

+
1

2!
(f ′′x2(A)(x− 5)2 + 2f ′′xy(A)(x− 5)(y − 2) + f ′′y2(A)(y − 2)2)+

+
1

3!
(f ′′′x3(A)(x−5)3+3f ′′′x2y(A)(x−5)2(y−2)+3f ′′′xy2(A)(x−5)(y−2)2+f ′′′y3(A)(y−2)3)+o(ρ3) =

= cos 7− sin 7((x− 5) + (y − 2))− 1

2!
cos 7((x− 5)2 + 2(x− 5)(y − 2)+

+(y − 2)2) +
1

3!
sin 7((x− 5)3 + 3(x− 5)2(y − 2) + 3(x− 5)(y − 2)2 + (y − 2)3) + o(ρ3),

ãäå ρ =
√

(x− 5)2 + (y − 2)2.
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5.2.4 Ëîêàëüíûé (áåçóñëîâíûé) ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ

Ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ m
ïåðåìåííûõ u = f(x1, x2, ..., xm) èìååò â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) ëîêàëü-

íûé ìàêñèìóì (ñîîòâåòñòâåííî, ëîêàëüíûé ìèíèìóì), åñëè íàéä¼ò-
ñÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M èç óêàçàí-
íîé îêðåñòíîñòè âåðíî íåðàâåíñòâî: f(M) ≤ f(M0) (ñîîòâåòñòâåííî,
f(M) ≥ f(M0)). Åñëè ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå (äëÿ âñåõ M èç
îêðåñòíîñòè, îòëè÷íûõ îòM0), òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
ìà).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ m ïåðåìåííûõ u = f(x1, x2, ..., xm)
èìååò â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, åñëè îíà èìååò â

ýòîé òî÷êå ëèáî ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ëèáî ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Ëî-
êàëüíûì ýêñòðåìóìîì íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ëîêàëü-
íîãî ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, èëè ìíî-
ãîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ôåðì�à). Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm)
èìååò â òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Òîãäà åñëè â ýòîé

òî÷êå ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
âñåì ïåðåìåííûì, òî âñå ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ, ò.å.

f ′x1(M0) = 0,

f ′x2(M0) = 0,

...................

f ′xm(M0) = 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, ..., xm) äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå M0(x

0
1, ..., x

0
m) è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, òî å¼

ïåðâûé äèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå ðàâåí íóëþ:

du(M0) = f ′x1(M0)dx1 + ...+ f ′xm(M0)dxm = 0.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îáðàùåíèå â íóëü â òî÷êå M0 âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî

ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûì è íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå M0 ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ u = xy

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0), èìååò â ýòîé òî÷êå ðàâíûå íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ïåðâîãî ïîðÿäêà f ′x = y, f ′y = x, íî íå èìååò â òî÷êå (0, 0) íèêàêîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,
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òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ â ñàìîé òî÷êå (0, 0), à â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Òî÷êè M0, â êîòîðûõ âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îäíîâðåìåííî îáðà-
ùàþòñÿ â íóëü, íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè (òî÷êàìè âîç-
ìîæíîãî ýêñòðåìóìà).

Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî â äàííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå äåé-
ñòâèòåëüíî èìååòñÿ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, ñëåäóåò ïðîâåðèòü âûïîëíå-
íèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Â ýòèõ äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèÿõ îñíîâíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü çíàê âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà â
òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 2 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà). Ïóñòü
M0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè u = f(x1, x2, ..., xm), äèôôåðåíöè-
ðóåìîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé â ñàìîé
òî÷êå M0. Òîãäà:

1) åñëè d2f(M0) > 0 (ïðè îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü
äèôôåðåíöèàëàõ dxi, i = 1,m), òî â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëü-
íûé ìèíèìóì;

2) åñëè d2f(M0) < 0 (ïðè óñëîâèè
m∑
i=1

|dxi| 6= 0), òî â òî÷êå M0 ôóíê-

öèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì;
3) åñëè d2f(M0) íå ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîãî çíàêà (ÿâëÿåòñÿ çíàêîïå-

ðåìåííûì), òî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â òî÷êå M0 íåò.

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ f(x, y) = x2 + (y − 1)2.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà:{
f ′x = 0,

f ′y = 0
⇔

{
2x = 0,

2(y − 1) = 0
⇔

{
x = 0,

y = 1.

Íàéä¼ì â åäèíñòâåííîé íàéäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå çíàê âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà:

d2f(x, y) = f ′′x2(x, y)dx2 + 2f ′′xy(x, y)dxdy + f ′′y2(x, y)dy2 = 2dx2 + 2 · 0dxdy + 2dy2 ⇒

d2f(0, 1) = 2dx2 + 2dy2 > 0 ïðè dx2 + dy2 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå (0, 1) ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé f(0, 1) = 0.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ f(x, y) = x2 − (y − 1)2.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà:{
f ′x = 0,

f ′y = 0
⇔

{
2x = 0,

−2(y − 1) = 0
⇔

{
x = 0,

y = 1.
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Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì â íàéäåííîé ñòàöè-
îíàðíîé òî÷êå (0, 1) çíàê âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà:

d2f(x, y) = f ′′x2(x, y)dx2 + 2f ′′xy(x, y)dxdy + f ′′y2(x, y)dy2 = 2dx2 − 2dy2.

Èòàê, d2f(0, 1) = 2dx2 − 2dy2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü dx 6= 0, dy = 0, òî ïîëó÷èì

d2f(0, 1) > 0, à åñëè âûáðàòü dx = 0, dy 6= 0, òî ïîëó÷èì d2f(0, 1) < 0. Òî åñòü âòîðîé

äèôôåðåíöèàë íå ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííîãî çíàêà, à ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî â åäèíñòâåííîé

ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (0, 1) ýêñòðåìóìà íåò.
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5.3 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

¾Åñòü òðè ñïîñîáà îòâå÷àòü íà âîïðîñû:

ñêàçàòü íåîáõîäèìîå, îòâå÷àòü ñ ïðèâåòëèâîñòüþ

è íàãîâîðèòü ëèøíåãî¿.

Ïëóòàðõ (îê. 46 � îê. 127) � äðåâíåãðå÷åñêèé ôèëîñîô,

áèîãðàô, ìîðàëèñò.

Â ìàòåìàòèêå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàíèìàþò îñîáîå ìå-
ñòî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî î÷åíü ìíîãèå çàêîíû ðàçâèòèÿ ïðèðîäû è
÷åëîâå÷åñêîãî îáùåñòâà îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè.

Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîìèìî íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ x1, x2, ..., xm è èñêîìîé ôóíêöèè îò íèõ u = f(x1, x2, ..., xm) ñî-
äåðæèò åù¼ ïðîèçâîäíûå èñêîìîé ôóíêöèè (èëè å¼ äèôôåðåíöèàëû).
Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çíà÷èò íàéòè ýòó ôóíêöèþ. Îñ-
íîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � íàõîæäåíèå è
èçó÷åíèå ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè òàêèõ óðàâíåíèé.

Ïî êëàññèôèêàöèè, åñëè ôóíêöèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñîñòàâëå-
íî è ðåøàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, òî òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûé
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ÎÄÓ). Åñëè æå èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çà-
âèñèò îò íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è, ñîîòâåòñòâåííî, äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ýòèì ïå-
ðåìåííûì, òî ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
åì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áî-
ëåå ñëîæíàÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ â áîëåå ïîëíûõ èëè ñïåöèàëüíûõ êóð-
ñàõ ìàòåìàòèêè. Ìû â äàííîé ëåêöèè ðàññìîòðèì òîëüêî íåêîòîðûå èç
âàæíåéøèõ ýëåìåíòîâ òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â îáùåì âèäå êàê

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0.

Íàèâûñøèé ïîðÿäîê n ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â ÎÄÓ, íàçûâàåòñÿ ïî-
ðÿäêîì ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Íàïðèìåð,

y + 3y′ = 2, xy2 + (y′)20 = 1 − óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà,

y′′′ − 2y + 7 = 0, xy2 + (y′′′)4 = 1 − óðàâíåíèÿ 3-ãî ïîðÿäêà,

y(100) + xy(50) = 3x, y2 − 4(y(100))3 = 1 − óðàâíåíèÿ 100-ãî ïîðÿäêà è ò.ä.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî ëè-
íåéíî (ïåðâîãî ïîðÿäêà) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ, ò.å.
èìååò âèä

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + ...+ an(x)y + f(x) = 0,

ïðè÷¼ì ïðè f(x) ≡ 0 óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ëèíåéíûì
óðàâíåíèåì ïîðÿäêà n, à ïðè f(x) 6= 0 � íåîäíîðîäíûì ëèíåéíûì óðàâ-
íåíèåì ïîðÿäêà n.

Âñÿêàÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = f(x), êîòîðàÿ, áóäó÷è
ïîäñòàâëåíà â óðàâíåíèå, îáðàùàåò åãî â âåðíîå òîæäåñòâî, íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à ãðàôèê ëþáîãî ðåøåíèÿ
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âñåõ ðåøåíèé äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðèðîâàíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

5.3.1 Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà

Ìû ðàññìîòðèì íà ëåêöèè â êà÷åñòâå ïðèìåðà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ëèøü ïðîñòåéøèé òèï óðàâíåíèé � îáûêíîâåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà. Îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè y = y(x) íàçûâà-
åòñÿ óðàâíåíèå âèäà

F (x, y, y′) = 0, (1)

ãäå x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, y � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, y′ � å¼ ïðîèç-
âîäíàÿ.

Óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîäíîé. Åñëè óðàâíåíèå (1) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-
íîé y′, òî îíî ïðèíèìàåò âèä

y′ = f(x, y) (2)
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è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííûì îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîäíîé. Ôóíêöèþ f(x, y) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) áóäåì ñ÷è-
òàòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåë¼ííîé â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè G ïëîñêîñòè Oxy.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå dy
dx = f(x, y), èëè

â âèäå f(x, y)dx− dy = 0, ÿâëÿþùåìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî
óðàâíåíèÿ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (3)

ãäå P (x, y) è Q(x, y) � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé
ôîðìå (3) óäîáíî òåì, ÷òî ïåðåìåííûå x è y â í¼ì ðàâíîïðàâíû, ò.å.
êàæäóþ èç íèõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ äðóãîé.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ (2). Ïðåäïîëîæèì,
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ y = y(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Òîãäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy êàñàòåëüíàÿ ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé
y = y(x) â êàæäîé ëåæàùåé íà ýòîé êðèâîé òî÷êå M(x, y) èìååò óã-
ëîâîé êîýôôèöèåíò, ðàâíûé f(x, y). Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå âñåõ
ðåøåíèé y = y(x) ýòîãî óðàâíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷å: ïðè óñëîâèè, ÷òî â êàæäîé òî÷êå M(x, y) íåêîòîðîé îáëà-
ñòè G ïëîñêîñòè Oxy ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x, y) çàäàíî îïðåäåë¼ííîå
íàïðàâëåíèå, íàéòè âñå êðèâûå, êîòîðûå â êàæäîé ñâîåé òî÷êå M(x, y)
èìåþò íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ çàðàíåå çàäàííûì â ýòîé òî÷êå íà-
ïðàâëåíèåì.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âèäà (2) è (3):

y′ = xey, y′ =
y lnx

x
, xdx+ ydy = 0.

Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ y = y(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷-
íîì èíòåðâàëå (a, b), êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå îáðàùàåò
åãî â âåðíîå òîæäåñòâî.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x3, x ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 3y − xy′ = 0, òàê

êàê ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå îáðàùàåò åãî â âåðíîå òîæäåñòâî.

Çàäà÷à Êîøè. Ïóñòü ïîìèìî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y) äàíî äîïîë-
íèòåëüíîå óñëîâèå â âèäå y(x0) = y0, çàäàþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
y = y(x) â òî÷êå x = x0. Ýòî óñëîâèå ÷àñòî íàçûâàþò íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì, à çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
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y′ = f(x, y) ïðèíÿòî íàçûâàòü çàäà÷åé Êîøè. Ýòî îäíà èç âàæíåéøèõ
çàäà÷ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îòâåò íà âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (2) èìååò ðå-
øåíèå, äà¼ò òåîðåìà Êîøè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î ñóùåñòâî-
âàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) è
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà (Êîøè). Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) è å¼ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
f ′y(x, y) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îáëàñòè G ïëîñêîñòè
Oxy, òî êàêîâà áû íè áûëà âíóòðåííÿÿ òî÷êà (x0, y0) îáëàñòè G, â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

y = y0 ïðè x = x0.

Ãåîìåòðè÷åñêè òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ âíóòðåííþþ
òî÷êó (x0, y0) îáëàñòè G ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ.
Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè � çíà÷èò èç ìíîæåñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ,
âûäåëèòü òó, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó (x0, y0) ïëîñêîñòè
Oxy.

Òî÷êè ïëîñêîñòè, ÷åðåç êîòîðûå ëèáî ïðîõîäèò áîëåå îäíîé èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé, ëèáî íå ïðîõîäèò íè îäíîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé, íà-
çûâàþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîíÿòèÿ îáùåãî è ÷àñòíîãî ðåøåíèé. Ôóíêöèÿ y = ϕ(x,C) íà-
çûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y),
åñëè, âî-ïåðâûõ, ïðè ëþáîì (äîïóñòèìîì) C ôóíêöèÿ y = ϕ(x,C) óäî-
âëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ è, âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈ G
íàéä¼òñÿ òàêîå çíà÷åíèå C0, ÷òî ϕ(x0, C0) = y0, ò.å. ðåøåíèå óäîâëåòâî-
ðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(x0) = y0.

Âñÿêîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y), êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî åãî ðåøåíèÿ ïðè çàäàíèè êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ
ïîñòîÿííîé C0, íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì ýòîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ.

Íàïðèìåð, ðåøåíèÿìè ÎÄÓ y′ = y ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé âèäà y = Cex, ãäå

C ∈ R. Çäåñü y = Cex � îáùåå ðåøåíèå, y = ex � ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Ãåîìåòðè÷åñêè îáùåå ðåøåíèå y = y(x,C) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñå-
ìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè Oxy, çàâèñÿùåå îò îäíîé
ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû C, à ÷àñòíîå ðåøåíèå y = y(x,C0) � îäíó èíòå-

136



ãðàëüíóþ êðèâóþ ýòîãî ñåìåéñòâà, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó
(x0, y0).

Ïðèìåð. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà y′ + y2 = 0.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå dy
dx = −y2, èëè −dy

y2
= dx. Âîçüì¼ì íåîïðåäå-

ë¼ííûé èíòåãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà:

−
∫
dy

y2
=

∫
dx ⇔ 1

y
= x+ C ⇔ y =

1

x+ C
,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0

íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé âèäà y = ϕ(x,C1, ..., Cn) ñ íåçàâè-
ñèìûìè äðóã îò äðóãà ïîñòîÿííûìè C1, ..., Cn, êîòîðûå ïðè ïîäñòà-
íîâêå â óðàâíåíèå îáðàùàþò åãî â âåðíîå ðàâåíñòâî. ×àñòíûå ðåøå-
íèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç îáùåãî ïîäñòàíîâêîé êîíêðåòíûõ çíà-
÷åíèé êîíñòàíò C1, ..., Cn. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ êîí-
ñòàíò ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå y(x0) = y0,
y′(x0) = y′0, ..., y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , ãäå y0, y

′
0, ..., y

(n−1)
0 � çàäàííûå ÷èñëà.

Ïðèìåð 1. Ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = 3x2 óñëî-
âèÿì òåîðåìû Êîøè. Åñëè äà, òî ðåøèòü åãî.

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà. Îíî óäîâëåòâîðÿåò

âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè, òàê êàê ôóíêöèè f(x, y) = 3x2 è f ′y(x, y) = 0 îïðåäåëåíû

è íåïðåðûâíû íà âñåé ïëîñêîñòè Oxy. Íàéä¼ì îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðå-

ïèøåì óðàâíåíèå â âèäå dy = 3x2dx è ïðîèíòåãðèðóåì:
∫
dy =

∫
3x2dx, îòêóäà ïîëó÷àåì

y = x3 + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îáùåå ðåøåíèå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî êóáè÷åñêèõ ïàðàáîë. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé C

ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè C = 0, òî y = x3, åñëè

C = −1, òî y = x3 − 1 è ò.ä.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè: y′ = 3x2, ãäå y(1) = 0.

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ò.å. îòûñêàíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(1) = 0, ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ x = 1, y = 0 â

îáùåå ðåøåíèå y = x3 +C. Ïîëó÷èì 0 = 13 +C, îòêóäà íàõîäèì C = −1. Òàêèì îáðàçîì,

íàøëè ÷àñòíîå ðåøåíèå y = x3 − 1 (èç ñåìåéñòâà êóáè÷åñêèõ ïàðàáîë ìû âûáðàëè îäíó,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (0, 1)).

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îáùèõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïðîèçâîëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà. Îáû÷-
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íî â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàþò âàæíåéøèå
÷àñòíûå âèäû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà, èíòåãðè-
ðîâàíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê âû÷èñëåíèþ íåîïðåäåë¼ííûõ
èíòåãðàëîâ. Òàêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íàçûâàþò èíòåãðè-
ðóåìûìè â êâàäðàòóðàõ.

Óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè íàçûâàþò óðàâíåíèÿ âèäà

dy

dx
= f1(x)f2(y), èëè

dy

f2(y)
= f1(x)dx,

ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè f1(y) è f2(x) (f2(y) 6= 0). Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ åãî ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü:∫

dy

f2(y)
=

∫
f1(x)dx.

Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèå Φ(x, y) = 0, çàâè-
ñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû, íåÿâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Φ(x, y) = 0 ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â íåÿâíîì âèäå. Èíîãäà ýòî óðàâíåíèå óäà¼òñÿ
ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y.

Åñëè òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè â âèäå: ¾Ñðåäè âñåõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ
dy

f2(y)
= f1(x)dx íàéòè óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëî-

âèþ y(x0) = y0¿, òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè íóæíî âíà÷àëå íàéòè îáùåå
ðåøåíèå, à çàòåì ïîäñòàâèòü â íåãî íà÷àëüíîå óñëîâèå è, òàêèì îáðà-
çîì, íàéòè C. Èíà÷å, ìîæíî ñðàçó âçÿòü îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫ y

y0

dy

f2(y)
=

∫ x

x0

f1(x)dx.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè xdx+ ydy = 0.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå ydy = −xdx è âîçüì¼ì íåîïðåäåë¼ííûé èíòå-
ãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà:∫

ydy = −
∫
xdx ⇔ y2

2
= −x

2

2
+
C2

2
⇔ x2 + y2 = C2.

Ìû âèäèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî

êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò è ðàäèóñîì C.
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Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå
dy

dx
= xy2 + 2xy ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = 1.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå
dy

dx
= xy(y + 2).

1) Ïóñòü y(y + 2) 6≡ 0, òîãäà
dy

y(y + 2)
= xdx.

Âîçüì¼ì íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:∫
dy

y(y + 2)
=

∫
xdx ⇔ 1

2

∫
(y + 2)− y
y(y + 2)

dy =

∫
xdx ⇔

∫ (
1

y
− 1

y + 2

)
dy =

∫
2xdx

ln |y| − ln |y + 2| = x2 + C1 ⇔ ln

∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣ = x2 + C1 (C1 ∈ R).

Äàëåå óäîáíî ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó C1 â âèäå lnC (C > 0):

ln

∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣ = x2 + lnC ⇔ ln

∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣− lnC = x2 ⇔ ln

∣∣∣∣ y

C(y + 2)

∣∣∣∣ = x2.

Ïîòåíöèðóÿ1 ïî îñíîâàíèþ e, ïîëó÷èì∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣ = Cex
2

(C > 0) ⇔ y

y + 2
= Cex

2
(C ∈ R),

îòêóäà íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå

y =
2Cex

2

1− Cex2
.

Ó÷ò¼ì íà÷àëüíîå óñëîâèå: 1 =
2C

1− C
, îòêóäà C =

1

3
. Ïîäñòàâëÿÿ â îáùåå ðåøåíèå, ïîëó-

÷àåì îêîí÷àòåëüíî y =
2ex

2

3− ex2
.

2) Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèè y ≡ 0 è y ≡ −2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-
ÿìè äàííîãî ÎÄÓ (íå ïîëó÷àåìûìè èç îáùåãî ðåøåíèÿ), îäíàêî îíè íå óäîâëåòâîðÿþò
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.

Çàìå÷àíèå. Òàêîé æå îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äðóãèì ñïîñîáîì: âû÷èñ-
ëåíèåì îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà∫ y

1

dy

y(y + 2)
=

∫ x

0
xdx. Îòâåò: y =

2ex
2

3− ex2
.

5.3.2 Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà

Åñëè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà çàâèñèò îò îäíîé ïðîèç-
âîëüíîé êîíñòàíòû, òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà óæå çà-
âèñèò îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò y = ϕ(x,C1, C2).

1Ïðîïîòåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî A = B ïî îñíîâàíèþ e îçíà÷àåò ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó
ðàâåíñòâó eA = eB .
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Ãåîìåòðè÷åñêè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿä-
êà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïó÷îê èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç êàæäóþ òî÷êó (x0, y0) ïëîñêîñòè Oxy. Ïîýòîìó ÷òîáû âûäåëèòü èç
ìíîæåñòâà âñåõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ îäíó îïðåäåë¼ííóþ èíòåãðàëü-
íóþ êðèâóþ y = y(x), íåäîñòàòî÷íî çàäàòü òî÷êó (x0, y0), ÷åðåç êîòî-
ðóþ äîëæíà ïðîõîäèòü ýòà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Ñëåäóåò çàäàòü åù¼ è
íàïðàâëåíèå, êîòîðîå äîëæíà èìåòü ýòà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ â òî÷êå
(x0, y0), ò.å. çàäàòü åù¼ è òàíãåíñ óãëà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé ê ýòî
êðèâîé â òî÷êå (x0, y0) ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà ñëåäóåò äîáàâèòü ê ýòîìó óðàâíåíèþ äâà íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿ y(x0) = y0 è y′(x0) = y′0, â êîòîðûõ y0 è y′0 � çàäàííûå
÷èñëà, íàçûâàåìûå íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè.

ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà. Ðàñ-
ñìîòðèì êëàññ ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå çàìåíîé ïåðåìåííîé ìîãóò
áûòü ñâåäåíû ê óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà. Òàê, ïîíèæåíèå ïîðÿäêà äî-
ïóñêàþò óðàâíåíèÿ âèäà

y′′ = f(x, y′).

Ïîëàãàÿ y′ = p, y′′ = dp
dx , ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî

ïîðÿäêà
dp

dx
= f(x, p)

ñ èñêîìîé ôóíêöèåé p = p(x).

Ïðèìåð. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ y′′ =
y′

x
.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ y′ = p, y′′ =
dp

dx
, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

dp

dx
=
p

x
⇔ dp

p
=
dx

x
⇔

∫
dp

p
=

∫
dx

x
⇔ ln |p| = ln |x|+ lnC1

ln |p| = ln(C1|x|) ⇔ p(x) = C1x (C1 ∈ R).

Çàìåíèì p(x) íà
dy

dx
:

dy

dx
= C1x ⇔ dy = C1xdx ⇔

∫
dy = C1

∫
xdx ⇔ y = C1

x2

2
+ C2.

Ýòî è åñòü èñêîìûé îáùèé èíòåãðàë, îïèñûâàþùèé âñå ðåøåíèÿ äàííîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Åñëè äàíà ôóíêöèÿ (ñåìåéñòâî ôóíêöèé), òî êàê ïîñòðî-
èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó îíà (îíî) óäîâëå-
òâîðÿåò? ×òîáû ïîñòðîèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿþò êðèâûå äàííîãî ñåìåéñòâà y = ϕ(x,C1, ..., Cn), ñëåäóåò
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ýòî ðàâåíñòâî n ðàç, ñ÷èòàÿ, ÷òî y � ôóíêöèÿ
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, à çàòåì èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ è ñàìîãî
óðàâíåíèÿ y = ϕ(x,C1, ..., Cn) èñêëþ÷èòü C1, ..., Cn.

Ïðèìåð. Ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà êðèâûõ

y = (C1 + C2x)ex.

Ðåøåíèå. Äâàæäû äèôôåðåíöèðóÿ çàäàííóþ ôóíêöèþ, íàõîäèì, ÷òî

y′ = (C1 + C2x)′ex + (C1 + C2x)(ex)′ = C2e
x + y ⇒ y′′ = C2e

x + y′.

Èç ðàâåíñòâà y′ = C2e
x + y ïîëó÷àåì, ÷òî C2e

x = y′ − y. Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî y′′ =
C2e

x + y′, èñêëþ÷èâ òåì ñàìûì âûðàæåíèå C2e
x:

y′′ = (y′ − y) + y′ ⇔ y′′ − 2y′ + y = 0.

Ýòî è åñòü èñêîìîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà.

Ìû ðàññìîòðåëè ëèøü ñàìûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ èç êóðñà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé1. Íå áóäåì ñåé÷àñ îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äðóãèõ
âèäàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøàåìûõ â ñòàíäàðòíîì êóðñå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è ìåòîäàõ èõ ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ïåðåä
íàìè ñòîÿò äðóãèå çàäà÷è è íå ýòî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé öåëüþ
íàøåãî îçíàêîìèòåëüíîãî êóðñà ëåêöèé.

1Øêîëà Îïîéöåâà (äèô. óðàâíåíèÿ): https://oschool.ru/lectures/h-mats/VJATTVY6
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6 ËÅÊÖÈß: Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Àíàëèòè÷åñêàÿ

ãåîìåòðèÿ

¾Åñëè ÷òî è äà¼ò ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î âûñøåé ìàòåìàòèêå,

òàê ýòî ëèíåéíàÿ àëãåáðà¿.

Áîññ Â.È. (ðîä. 1944) � ïñåâäîíèì ïðîô. Â.È. Îïîéöåâà,

ñîòðóäíèêà ÈÏÓ ÐÀÍ è ïðåïîäàâàòåëÿ êàôåäðû ïðîáëåì

óïðàâëåíèÿ ÌÔÒÈ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

Ðàçäåë: Ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

I. Ïîíÿòèå ìàòðèöû. Ðàâíûå ìàòðèöû, êâàäðàòíàÿ, äèàãîíàëü-
íàÿ, íóëåâàÿ, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè
(óìíîæåíèå íà ÷èñëî, ñëîæåíèå, óìíîæåíèå íà ìàòðèöó, âîçâåäåíèå â
ñòåïåíü, òðàíñïîíèðîâàíèå) è èõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû 1-3 ïîðÿäêîâ è åãî îñíîâíûå
ñâîéñòâà. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ: ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøè-
íàìè â òð¼õ òî÷êàõ (íà ïëîñêîñòè). Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé
ìàòðèöû. Ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû.
II. Ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè è è

èõ ðåøåíèå (ìåòîä îïðåäåëèòåëåé è ôîðìóëû Êðàìåðà, ìåòîä îáðàò-
íîé ìàòðèöû, ìåòîä ïîäñòàíîâêè, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ (Ãàóññà), ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä). Ñèñòåìû òð¼õ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè (ìåòîä îïðåäåëèòåëåé).

Ðàçäåë: Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.

III. Ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîé ëèíèè íà ïëîñêîñòè. Ëèíèè 1-ãî è 2-ãî
ïîðÿäêîâ.

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè: îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé, óðàâíåíèå
ïðÿìîé â îòðåçêàõ, óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 2 äàííûå òî÷-
êè, óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì. Ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíîñòè, ñîâïàäåíèÿ,
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè. Ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè äî ïðÿìîé.

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå: êàíîíè÷åñêèå è ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàí-
ñòâå.
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Ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå: îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè,
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêî-
ñòåé â ïðîñòðàíñòâå. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 3 ðàçëè÷íûå òî÷êè,
íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè.

Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè: ýëëèïñ, ïàðàáîëà, ãèïåðáîëà.
Ïðîñòåéøèå ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå: ñôåðà, ýëëèïñî-
èä, êîíóñ, öèëèíäð.

Ëèòåðàòóðà:
[1]. Ðàçäåë 1 (Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ñ ýëåìåíòàìè àíàëèòè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè). Ãë. 1 (Ìàòðèöû è îïðåäåëèòåëè). Ãë. 2 (Ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé)

[2]. ×àñòü 2 (Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ). Ãë. 10 (Ýëåìåíòû âûñøåé àëãåáðû)

[3]. Ãë. 2 (Ñèñòåìû êîîðäèíàò è èõ ïðîñòåéøèå ïðèìåíåíèÿ). Ãë. 3
(Îïðåäåëèòåëè è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé). Ãë. 6 (Îñíîâû àíàëè-
òè÷åñêîé ãåîìåòðèè).

6.1 Ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëè è èõ ñâîéñòâà

¾Ôèëîñîôû âåêàìè ñïîðèëè � âîçìîæíî ëè íåâåðáàëüíîå ìûøëåíèå. Áðàóýð1

ïîêàçàë, ÷òî ìàòåìàòèêà � ïîëíîñòüþ àâòîíîìíûé, íàõîäÿùèé îñíîâàíèå â ñåáå

ñàìîì âèä äåÿòåëüíîñòè, íå çàâèñÿùèé îò ÿçûêà. Èäåè ìàòåìàòèêè óõîäÿò â

ðàçóì êóäà ãëóáæå, ÷åì ÿçûê. Îíè íå çàâèñÿò îò ñëîâåñíîãî âîñïðèÿòèÿ è êóäà

áîãà÷å åãî. Åñòåñòâåííûé ÿçûê ñïîñîáåí, ïî Áðàóýðó, ñîçäàòü ëèøü êîïèþ èäåé,

ñîîòíîñèìóþ ñ íåé ñàìîé, êàê ôîòîãðàôèÿ ñ ïåéçàæåì¿.

Âàííàõ Ìèõàèë Àëåêñàíäðîâè÷ (1908�1997), æèâîïèñåö,

÷ëåí Ñîþçà õóäîæíèêîâ ÑÑÑÐ.

Ïîíÿòèå ìàòðèöû. Âèäû ìàòðèö. Âàæíåéøèì ïîíÿòèåì ëèíåé-
íîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà.2 Ìàòðèöåé ðàçìåðà m× n íàçûâàåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. ×èñ-
ëà, ñîñòàâëÿþùèå ìàòðèöó, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. Ìàòðè-
öû îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ïðîïèñíûìè (çàãëàâíûìè) áóêâàìè ëàòèíñêî-
ãî àëôàâèòà, íàïðèìåð, A,B,C, ..., à äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàò-

1Ë¼éòçåí Ýãáåðò ßí Áðàóýð (íèäåðë. Luitzen Egbertus Jan Brouwer; 1881�1966) � ãîëëàíäñêèé
ôèëîñîô è ìàòåìàòèê, ðàáîòàâøèé â òàêèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè êàê òîïîëîãèÿ, òåîðèÿ ìíîæåñòâ,
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, òåîðèÿ ìåðû è êîìïëåêñíûé àíàëèç.

2Ëèíåéíàÿ àëãåáðà � ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, ðàçäåë àëãåáðû, ñîäåðæàùèé, â ÷àñòíîñòè,
òåîðèþ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèö è îïðåäåëèòåëåé, à òàêæå òåîðèþ âåêòîðíûõ (ëèíåéíûõ)
ïðîñòðàíñòâ.
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ðèöû èñïîëüçóþòñÿ ñòðî÷íûå áóêâû ñ äâîéíîé èíäåêñàöèåé: aij, ãäå i �
íîìåð ñòðîêè, j � íîìåð ñòîëáöà.

Îáîçíà÷åíèå ìàòðèöû:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn


èëè â êðàòêîì âèäå: A = (aij), i = 1,m, j = 1, n. Åñëè õîòÿò ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî ìàòðèöà èìååò ðàçìåðíîñòü m íà n, òî ïèøóò Am×n.

Íàïðèìåð,

A2×3 =

(
2 −3 0
−1 75 4

)
.

Äâå ìàòðèöû A è B îäíîãî ðàçìåðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè
ñîâïàäàþò ïîýëåìåíòíî: aij = bij, i = 1,m, j = 1, n. Åñëè ìàòðèöà
ñîñòîèò èç îäíîé ñòðîêè, òî å¼ íàçûâàþò âåêòîðîì-ñòðîêîé, à åñëè èç
îäíîãî ñòîëáöà � òî âåêòîðîì-ñòîëáöîì:

A =
(
a11 a12 · · · a1n

)
− âåêòîð-ñòðîêà,

B =


a11

a21
...
am1

− âåêòîð-ñòîëáåö.

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé n-ãî ïîðÿäêà, åñëè ÷èñëî å¼ ñòðîê
ðàâíî ÷èñëó å¼ ñòîëáöîâ è ðàâíî n. Ýëåìåíòû ìàòðèöû aii, ó êîòîðûõ
íîìåð ñòîëáöà ðàâåí íîìåðó ñòðîêè (i = j), íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè
è îáðàçóþò ãëàâíóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû.

Åñëè âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâíû íó-
ëþ, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Íàïðèìåð,

A =

3 0 0
0 −2 0
0 0 1

− äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 3-ãî ïîðÿäêà.

Åñëè ó äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà âñå äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû ðàâíû åäèíèöå, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé
n-ãî ïîðÿäêà è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé E.
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Íàïðèìåð,

E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 3-ãî ïîðÿäêà.

Ìàòðèöà ëþáîãî ðàçìåðà íàçûâàåòñÿ íóëåâîé, èëè íóëü-ìàòðèöåé,
åñëè âñå å¼ ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

Íàïðèìåð,

0 =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

− íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3× 4.

6.1.1 Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè

Íàä ìàòðèöàìè, êàê è íàä ÷èñëàìè, ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðÿä îïåðàöèé,
ïðè÷¼ì íåêîòîðûå èç íèõ àíàëîãè÷íû îïåðàöèÿì íàä ÷èñëàìè, à íåêî-
òîðûå � ñïåöèôè÷åñêèå.

1. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A íà
÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà B = λA ñ ýëåìåíòàìè bij = λaij, i = 1,m,
j = 1, n.

Íàïðèìåð,

A =

(
3 0 1
1 −2 0

)
⇒ 2A =

(
6 0 2
2 −4 0

)
.

Ñëåäñòâèå. Îáùèé ìíîæèòåëü âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìîæíî âû-
íîñèòü çà çíàê ìàòðèöû.

Íàïðèìåð, (
6 0 2
2 −4 0

)
= 2 ·

(
3 0 1
1 −2 0

)
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ÷èñëî 0 åñòü íóëåâàÿ ìàòðè-
öà, ò.å. 0 · A = 0.

2. Ñëîæåíèå ìàòðèö. Ñóììîé äâóõ ìàòðèö A è B îäèíàêîâîé
ðàçìåðíîñòè m × n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = A + B ñ ýëåìåíòàìè
cij = aij + bij, ãäå i = 1,m, j = 1, n (ò.å. ìàòðèöû ñêëàäûâàþòñÿ ïîýëå-
ìåíòíî).

Íàïðèìåð,

A =

(
−1 2 2
0 −3 4

)
, B =

(
5 0 −1
1 −2 0

)
⇒ A+B =

(
4 2 1
1 −5 4

)
.
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Â ÷àñòíîñòè, A+ 0 = A.

3. Âû÷èòàíèå ìàòðèö. Ðàçíîñòü äâóõ ìàòðèö A è B îäèíàêîâîé
ðàçìåðíîñòè m×n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòðèöà C = A−B ñ ýëåìåíòàìè
cij = aij − bij, ãäå i = 1,m, j = 1, n.

4. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A íà ìàòðè-
öó B îïðåäåëåíà, òîëüêî êîãäà ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîé ìàòðèöû ðàâíî
÷èñëó ñòðîê âòîðîé. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö Am×k ·Bk×n íàçûâàåòñÿ òà-
êàÿ ìàòðèöà Cm×n, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé cij ðàâåí ñóììå ïðîèçâå-
äåíèé ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû
j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B:

cij = ai1b1j + ai2b2j + ...+ aikbkj =
k∑
s=1

aisbsj, i = 1,m, j = 1, n.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A ·B, ãäå

A =

(
1 0 2
3 1 0

)
, B =

−1 0 1
5 1 4
−2 0 1

 .

Ðåøåíèå. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ìàòðèö ñîãëàñîâàíû è ìàòðèöû ìîæíî
ïåðåìíîæèòü: A2×3, B3×3. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíà ìàòðèöà C ðàçìåðà 2 × 3. ×òî-
áû íàéòè ýëåìåíò c11, íàäî ïåðåìíîæèòü ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A ñ ïåðâûì ñòîëáöîì
ìàòðèöû B. ×òîáû íàéòè ýëåìåíò cij , íàäî ïåðåìíîæèòü i-þ ñòðîêó ìàòðèöû A ñ j-ì
ñòîëáöîì ìàòðèöû B. Ïîëó÷èì:

C =

(
1 · (−1) + 0 · 5 + 2 · (−2) 1 · 0 + 0 · 1 + 2 · 0 1 · 1 + 0 · 4 + 2 · 1
3 · (−1) + 1 · 5 + 0 · (−2) 3 · 0 + 1 · 1 + 0 · 0 3 · 1 + 1 · 4 + 0 · 1

)
,

ò.å. C =

(
−5 0 3
2 1 7

)
.

Ìíîãèå ñâîéñòâà, ïðèñóùèå îïåðàöèÿì íàä ÷èñëàìè, ñïðàâåäëèâû è
äëÿ îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè. Ïóñòü A,B,C � ìàòðèöû îäíîé ðàçìåð-
íîñòè, λ, µ ∈ R. Òîãäà èìååì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî:

1) A+B = B +A (ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè, èëè ïåðåñòàíîâî÷íîå
ñâîéñòâî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ);

2) (A+B) +C = A+ (B +C) (ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè, èëè ñî÷å-
òàòåëüíîå ñâîéñòâî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ);

3) λ(A + B) = λA + λB, (λ + µ)A = λA + µA (ñâîéñòâà äèñòðè-
áóòèâíîñòè, èëè ðàñïðåäåëèòåëüíûå ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà
÷èñëî);
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4) A+ 0 = A, A · 0 = 0 · A = 0 (ñâîéñòâà íóëåâîé ìàòðèöû);
5) (λµ)A = λ(µA) (ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè, èëè ñî÷åòàòåëüíîå

ñâîéñòâî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëà).
Ñâîéñòâà îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö (ðàçìåðíîñòè ìàòðèö ñ÷è-

òàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè):
1) (A ·B) · C = A · (B · C) (àññîöèàòèâíîñòü);
2) (µ · A) ·B = µ · (A ·B) (àññîöèàòèâíîñòü);
3) A · (B + C) = A ·B + A · C, (A+B) · C = A · C +B · C (äèñòðè-

áóòèâíîñòü);
4) Emm · Amn = Amn · Enn = Amn (ñâîéñòâî åäèíè÷íîé ìàòðèöû).

Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èãðàåò ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö òó æå ðîëü, ÷òî è
÷èñëî 1 ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë.

5) Â îáùåì ñëó÷àå óìíîæåíèå ìàòðèö íå êîììóòàòèâíî: A · B 6=
B · A (äàæå åñëè îáà ýòèõ ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâóþò è èõ ðàçìåðíîñòè
ñîâïàäàþò).

Ïðèìåð. Ïîêàçàòü, ÷òî A ·B 6= B ·A, åñëè

A =

(
2 1 1
0 3 2

)
, B =

 0 3
1 5
−1 1

 .

Ðåøåíèå.

A2×3 ·B3×2 =

(
0 12
1 17

)
, íî B3×2 ·A2×3 =

 0 9 6
2 16 11
−2 2 1

 .

6) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåíóëåâûõ ìàòðèö ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëåâîé
ìàòðèöå, ò.å. èç òîãî, ÷òî A ·B = 0, íå ñëåäóåò, ÷òî A = 0 èëè B = 0.

Íàïðèìåð,

A =

(
1 1
1 1

)
6= 0, B =

(
1 1
−1 −1

)
6= 0, íî A ·B =

(
0 0
0 0

)
.

5. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. Ïóñòü n ∈ N, A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.
Íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ n ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà An òîé æå
ðàçìåðíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ïðîèçâåäåíèå n îäèíàêîâûõ ìàòðèö,
ðàâíûõ A, ò.å.

An = A · A · ...A︸ ︷︷ ︸
n ðàç

.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò A0 = E. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

An · Ak = An+k, (An)k = Ank.
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Ïðèìåð. Íàéòè A2, åñëè A =

(
1 2
3 4

)
.

Ðåøåíèå. A2 =

(
1 2
3 4

)
·
(

1 2
3 4

)
=

(
7 10
15 22

)
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èç ðàâåíñòâà An = 0 åùå íå ñëåäóåò, ÷òî
ìàòðèöà A = 0.

6. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû � ýòî ïåðåõîä îò ìàòðèöû Am×n ê
ìàòðèöå A′n×m, â êîòîðîé ñòðîêè è ñòîëáöû ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè1. Èíà-
÷å: òðàíñïîíèðîâàíèåì íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ (íàä ìàòðèöåé), ïðè êîòî-
ðîé ýëåìåíò aij ïîìåùàåòñÿ íà ìåñòî aji:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 ⇒ A′ =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
... ... . . . ...
a1n a2n · · · amn

 .

Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïðè
òðàíñïîíèðîâàíèè îñòàþòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ.

Íàïðèìåð,

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
⇒ A′ =

1 4
2 5
3 6

 .

Ñâîéñòâà îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ:
1) (A′)′ = A; 3) (A+B)′ = A′ +B′;
2) (λA)′ = λA′; 4) (A ·B)′ = B′ · A′.

6.1.2 Îïðåäåëèòåëè êâàäðàòíûõ ìàòðèö è èõ ñâîéñòâà

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ � îäíîé èç âàæíåéøèõ ÷èñëîâûõ
õàðàêòåðèñòèê êâàäðàòíîé ìàòðèöû � òåñíî ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü |A|,
detA èëè 4.2

Ïóñòü A = (a11) � ìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî
ýëåìåíòà. Òîãäà îïðåäåëèòåëåì ýòîé ìàòðèöû íàçîâ¼ì ÷èñëî a11. Ïóñòü

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
� ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà. Îïðåäåëèòåëåì ýòîé ìàò-

1Äëÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû òàêæå ìîæíî âñòðåòèòü îáîçíà÷åíèå AT.
2Determinant (àíãë.)
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ðèöû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå a11a22 − a12a21:

detA =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .
Îïðåäåëèòåëü åäèíè÷íîé ìàòðèöû ëþáîãî ïîðÿäêà ðàâåí 1: detE = 1.

Ïðèìåð. Íàéòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A =

(
2 3
1 5

)
.

Ðåøåíèå. detA =

∣∣∣∣2 3
1 5

∣∣∣∣ = 2 · 5− 1 · 3 = 7.

Ïóñòü òåïåðü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà:a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .

Îïðåäåëèòåëåì òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12.

Ñóùåñòâóþò äðóãèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé, ïðè÷¼ì äëÿ
ìàòðèö ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n. Íàïðèìåð, îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿä-
êà ìîæíî âû÷èñëÿòü òàê:

detA = a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
(ýòî íàçûâàåòñÿ ðàñêðûòü îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðîêå), èëè òàê

detA = a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+ a31

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣
(ýòî íàçûâàåòñÿ ðàñêðûòü îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó).

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå
îïðåäåëèòåëåé (îñîáåííî âûñîêîãî ïîðÿäêà) ïîçâîëÿþò ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà.

1) Åñëè êàêàÿ-ëèáî ñòðîêà (èëè ñòîëáåö) ìàòðèöû ñîñòîèò èç îäíèõ
íóëåé, òî å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Íàïðèìåð,

∣∣∣∣2 4
0 0

∣∣∣∣ = 0.
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2) Åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû óìíî-
æèòü íà ÷èñëî λ, òî å¼ îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà ýòî ÷èñëî λ. Çà
çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî âûíîñèòü îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ ëþ-
áîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà, â îòëè÷èå îò ìàòðèöû, çà çíàê êîòîðîé ìîæíî
âûíîñèòü îáùèé ìíîæèòåëü ëèøü âñåõ å¼ ýëåìåíòîâ.

Íàïðèìåð,

∣∣∣∣2 4
8 0

∣∣∣∣ = 2 ·
∣∣∣∣1 2
8 0

∣∣∣∣ = 16 ·
∣∣∣∣1 2
1 0

∣∣∣∣ = 16(1 · 0− 1 · 2) = −32.

3) Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû å¼ îïðåäåëèòåëü íå èçìåíÿåòñÿ:

detA = detA′.

4) Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû å¼ îïðåäåëèòåëü
ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

5) Åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè
(ñòîëáöà), òî å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

6) Åñëè ýëåìåíòû äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû ïðîïîðöèîíàëüíû
(îäíà ñòðîêà ïðåâðàùàåòñÿ â äðóãóþ ïîñëå óìíîæåíèÿ å¼ íà íåíóëåâîå
÷èñëî), òî å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

7) Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì êàêîé-
íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû ïðèáàâèòü ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè
(ñòîëáöà), ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííûå íà îäíî è òî æå ÷èñëî.

8) Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé:

det(A ·B) = detA · detB.

Â ÷àñòíîñòè, äàæå åñëè A·B 6= B ·A, òî det(A·B) = det(B ·A). Çàìåòèì,
÷òî det(A+B) 6= detA+ detB.

Çàäà÷è, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ.

1. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3)
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì:

S = ±1

2

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ èëè S = ±1

2

∣∣∣∣x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣
(çíàê âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû â èòîãå ïëîùàäü îêàçàëàñü ïîëîæèòåëü-
íîé).

150



2. Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå
òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2): ∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x y 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

3. Óñëîâèå òîãî, ÷òî òðè òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé: ∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

6.1.3 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà è å¼ ñâîéñòâà

Äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a 6= 0, êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò

ïîíÿòèå îáðàòíîãî ê íåìó ÷èñëà a−1 =
1

a
òàêîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

a · a−1 = 1. Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö òàêæå ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå
ïîíÿòèå.

Ìàòðèöà A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöå A, åñëè ïðè óìíîæåíèè ýòîé ìàòðèöû íà A êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà
ïîëó÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà:

A−1 · A = E (è A · A−1 = E).

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è èñõîäíàÿ.
Îäíàêî íå êàæäàÿ ìàòðèöà èìååò îáðàòíóþ. Åñëè óñëîâèå a 6= 0

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëà
a−1, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèöû A−1 òàêèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òðå-
áîâàíèå detA 6= 0. Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ, òî
òàêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � âûðîæäåííîé.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îá-
ðàòíîé ìàòðèöû). Îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 ñóùåñòâóåò (è åäèíñòâåííà)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ.

Äëÿ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) det(A−1) =
1

detA
; 3) (An)−1 = (A−1)n; 5) (A−1)′ = (A′)−1.

2) (A−1)−1 = A; 4) (AB)−1 = B−1 · A−1;
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6.2 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

¾Ìû ñ íàñëàæäåíèåì ïîçíà¼ì ìàòåìàòèêó. . . Îíà âîñõèùàåò íàñ, êàê öâåòîê

ëîòîñà¿.

Àðèñòîòåëü (384 äî í. ý.�322 äî í. ý.) � äðåâíåãðå÷åñêèé

ôèëîñîô. Ó÷åíèê Ïëàòîíà. Ñ 343 äî í. ý. � âîñïèòàòåëü

Àëåêñàíäðà Ìàêåäîíñêîãî.

Ñðåäè ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàþò ëè-
íåéíûå ñèñòåìû. Ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ìíîæåñòâî
ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ñèñòåìîé m ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ñ n ïåðåìåííûìè x1, x2, ..., xn íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2,

.................................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm,

(1)

ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà aij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè, bi � ñâî-
áîäíûìè (îò ïåðåìåííûõ) ÷ëåíàìè óðàâíåíèé, i = 1,m, j = 1, n. Ðå-
øåíèåì ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð ÷èñåë x1, x2, ..., xn, ïðè
ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ â ñèñòåìó âñå óðàâíåíèÿ îáðàùàþòñÿ â âåðíûå
ðàâåíñòâà.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìå-
åò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñîâ-
ìåñòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé, åñëè îíà èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è íåîïðåäåë¼ííîé, åñëè îíà èìååò áîëåå îäíî-
ãî ðåøåíèÿ. Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, èëè
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìó (1) êðàòêî ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå.
Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 , X =


x1

x2
...
xn

 , B =


b1

b2
...
bm

 .

Çäåñü A � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ, èëè ìàòðèöà
ñèñòåìû; X � ñòîëáåö ïåðåìåííûõ, B � ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
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Òîãäà ñèñòåìà (1) ïðèìåò âèä

AX = B.

Ðàññìîòðèì, äàëåå, ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííû-
ìè (÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå (1) ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ: m = n).
Òîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé è å¼ îïðåäåëèòåëü detA
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû.

6.2.1 Ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ëèíåéíûõ ñèñòåì � ñèñòåìû äâóõ óðàâ-
íåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè.{

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2,
(2)

ãäå a2
11 + a2

12 6= 0, a2
21 + a2

22 6= 0 (êîýôôèöèåíòû a11, a12, à òàêæå a21, a22

îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü).

1-é ñïîñîá ðåøåíèÿ � ìåòîä îïðåäåëèòåëåé (ïî ôîðìóëàì
Êð�àìåðà).

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû detA = 4 íå ðàâåí íóëþ.
Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ x2, óìíîæèâ ïåðâîå

óðàâíåíèå íà a22, âòîðîå íà (−a12) è ñëîæèâ èõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ñèñòåìó {

(a11a22 − a21a12)x1 = b1a22 − b2a12,

(a11a22 − a21a12)x2 = b2a11 − b1a21.
(3)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü (ãëàâíûé) îïðåäåëèòåëü ñèñòå-
ìû

4 = a11a22 − a21a12 =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .
Ââåä¼ì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëèòåëÿ

41 = b1a22 − b2a12 =

∣∣∣∣b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ , 42 = b2a11 − b1a21 =

∣∣∣∣a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣ .
Ïåðâûé èç íèõ 41 ïîëó÷åí èç ãëàâíîãî îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû çàìå-
íîé åãî ïåðâîãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (ñâîáîäíûõ
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÷ëåíîâ), âòîðîé âñïîìîãàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü 42 ïîëó÷åí èç ãëàâ-
íîãî îïðåäåëèòåëÿ çàìåíîé åãî âòîðîãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ
÷ëåíîâ. Òîãäà ñèñòåìó (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå{

4 · x1 = 41,

4 · x2 = 42.
(4)

Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòå-
ìû 4 6= 0, òî ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå
ïî ôîðìóëàì (ôîðìóëû Êð�àìåðà)

x1 =
41

4
, x2 =

42

4
.

Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà Êðàìåðà. Ïóñòü 4 � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû An×n ñèñòå-
ìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, à4j � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó-
÷àåìîé èç ìàòðèöû A çàìåíîé j-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Òîãäà, åñëè 4 6= 0, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿ-
åìîå ïî ôîðìóëàì (Êðàìåðà)1

xj =
4j

4
, j = 1, n.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü òåïåðü ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü 4 = 0.
Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: à) õîòÿ áû îäèí èç âñïîìîãàòåëüíûõ îïðå-

äåëèòåëåé 41 èëè 42 îòëè÷åí îò íóëÿ; á) îáà îïðåäåëèòåëÿ 41 è 42

ðàâíû íóëþ.
Â ñèòóàöèè à), êîãäà 4 = 0, íî 41 6= 0 èëè 42 6= 0, õîòÿ áû îäíî èç

ðàâåíñòâ â ñèñòåìå (4) íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìà
íå èìååò ðåøåíèé.

Â ñèòóàöèè á) 4 = 41 = 42 = 0 èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, òàê êàê îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì äðóãîãî è åãî ìîæíî îòáðîñèòü. Îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå ñ
äâóìÿ íåèçâåñòíûìè èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
îäíó ïåðåìåííóþ çàäàþò ïðîèçâîëüíî, à äðóãàÿ ÷åðåç íå¼ âûðàæàåòñÿ.

Ïðèìåð 1. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ðåøèòü ñèñòåìó{
ax+ y = 2,

x+ ay = 1.

1Êðàìåð Ãàáðèýëü (1704�1752) � øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê.
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Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì âñå òðè îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû:

4 =

∣∣∣∣a 1
1 a

∣∣∣∣ = a2 − 1, 41 =

∣∣∣∣2 1
1 a

∣∣∣∣ = 2a− 1, 42 =

∣∣∣∣a 2
1 1

∣∣∣∣ = a− 2.

Òîãäà, åñëè: 1) 4 6= 0, ò.å. ïðè a 6= ±1, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå
íàõîäèì ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà:

x =
41

4
=

2a− 1

a2 − 1
, y =

42

4
=

a− 2

a2 − 1
.

2) 4 = 0 ïðè a = ±1. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè îòäåëüíî.
Ïðè a = 1 èìååì 41 = 2a− 1 = 1 6= 0, ò.å. ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.
Ïðè a = −1 èìååì 41 = 2a− 1 = −3 6= 0, ò.å. ñèñòåìà òàêæå íå èìååò ðåøåíèé.

Îòâåò: ïðè a 6= ±1 (x, y) =

(
1− 2a

1− a2
,
a− 2

a2 − 1

)
; ïðè a = ±1 ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé

(íåñîâìåñòíà).

2-é ñïîñîá ðåøåíèÿ � ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû1. Ïóñòü ðå-
øàåòñÿ ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

AX = B,

â êîòîðîé îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû An×n íå ðàâåí íóëþ (â ýòîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1). ×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó (2), íàäî
âû÷èñëèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó è çàòåì óìíîæèòü ñëåâà îáå ÷àñòè ìàò-
ðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX = B íà A−1:

A−1AX = A−1B.

Ïîñêîëüêó A−1A = E (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà) è EX = X, òî ïîëó÷èì
èñêîìîå ðåøåíèå

X = A−1B.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü èçâåñòíû ìàòðèöà A =

(
3 2
1 1

)
è îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà A−1 =(

1 −2
−1 3

)
. Ðåøèòü ñèñòåìó AX = B, ãäå B =

(
1 2 7
0 4 8

)
.

Ðåøåíèå. Óìíîæàÿ ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî ñëåâà íà îáðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷èì

X = A−1B =

(
1 −2
−1 3

)
·
(

1 2 7
0 4 8

)
=

(
1 −6 −9
−1 10 17

)
.

3-é ñïîñîá ðåøåíèÿ � ìåòîä ïîäñòàíîâêè. Ýòî ñàìûé èçâåñòíûé
åù¼ èç ñðåäíåé øêîëû ñïîñîá ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Ñóòü ìåòîäà ïðîñòà: èç îäíîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ

1Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü ñïåöèàëüíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îáðàòíûõ ìàòðèö ÷åðåç àëãåá-
ðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.
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îäíà èç ïåðåìåííûõ è ïîäñòàâëÿåòñÿ â äðóãîå óðàâíåíèå. Ýòî óðàâíå-
íèå óæå çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé è åãî ëåãêî ðåøèòü. Íàéäÿ îäíó
èç ïåðåìåííûõ, çàòåì íàõîäÿò âòîðóþ.

Ïðèìåð 3. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ðåøèòü ñèñòåìó{
ax+ y = 2,

x+ ay = 1.

Ðåøåíèå. Âûðàçèì, íàïðèìåð, x èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå:{
ax+ y = 2,

x = 1− ay
⇔

{
a(1− ay) + y = 2,

x = 1− ay
⇔

{
y(1− a2) = 2− a,
x = 1− ay.

Ðåøèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Åñëè a = ±1, òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ýòî óðàâíåíèå
íå èìååò ðåøåíèé, ïîñêîëüêó åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, à ïðàâàÿ � íåò.

Åñëè æå a 6= ±1, òî, ïîäåëèâ íà 1 − a2, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì y =
2− a
1− a2

.

Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì x:

x = 1− ay = 1− a · 2− a
1− a2

=
1− 2a

1− a2
.

Îòâåò: ïðè a 6= ±1 (x, y) ∈
{(

1− 2a

1− a2
,

2− a
1− a2

)}
; ïðè a = ±1 ñèñòåìà íå èìååò ðåøå-

íèé.

4-é ñïîñîá ðåøåíèÿ � ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ, èëè ìåòîä Ãàóññà. Ñëåäóåò óïîìÿíóòü åù¼ îäèí ìå-
òîä ðåøåíèÿ ñèñòåì m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Îí áî-
ëåå ýôôåêòèâåí íà ïðàêòèêå ïî-ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè ìåòîäàìè,
îñîáåííî â ñëó÷àå ñèñòåì áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Ýòî òàê íàçûâàåìûé
ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ (ìåòîä Ãàóññà),
êîòîðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå òðåóãîëüíîãî
âèäà, èç êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíèõ (ïî íîìåðó)
ïåðåìåííûõ, íàõîäÿòñÿ âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå. Â îáùåì ñëó÷àå, â
ñèëó îãðàíè÷åííîñòè âðåìåíè, ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ
íà ýòîì ìåòîäå. Îäíàêî ðàçáåð¼ì ýòîò ìåòîä äëÿ ñèñòåì äâóõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó{
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2,
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Èñêëþ÷èì âíà÷àëå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðåìåííóþ x1. Äëÿ ýòîãî
óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà a21, à âòîðîå � íà a11, ñäåëàâ êîýôôèöè-
åíòû ïðè x1 îäèíàêîâûìè:{

a11a21x1 + a12a21x2 = b1a21,

a21a11x1 + a22a11x2 = b2a11.

Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå óðàâíåíèå è ïðèä¼ì ê ðàâíîñèëü-
íîé ñèñòåìå {

a11a21x1 + a12a21x2 = b1a21,

(a22a11 − a12a21)x2 = b2a11.

Ðåøèì âòîðîå óðàâíåíèå (òåïåðü â í¼ì òîëüêî îäíà íåèçâåñòíàÿ x2).

Åñëè a22a11 − a12a21 6= 0, òî åãî ðåøåíèåì áóäåò x2 =
b2a11

a22a11 − a12a21
.

Çíàÿ x2, ìîæíî ïîäñòàâèòü ýòî çíà÷åíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå è íàéòè
x1.

Åñëè æå a22a11 − a12a21 = 0, òî íàäî ïîñìîòðåòü íà ïðàâóþ ÷àñòü
b2a11 âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè è îíà ðàâíà íóëþ, òî âòîðîå óðàâíåíèå
âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x2 ∈ R. Ïðèíèìàÿ, íàïðèìåð, x2 = t, ïîäñòàâëÿ-
åì ýòî â ïåðâîå óðàâíåíèå è, âûðàæàÿ x1 ÷åðåç t, íàõîäèì îáùèé âèä
ðåøåíèé.

Åñëè ïðè a22a11 − a12a21 = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü b2a11 íå ðàâíà íóëþ, òî
âòîðîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, à ñëåäîâàòåëüíî, è âñÿ ñèñòåìà
òîæå.

Ïðèìåð 4. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ðåøèòü ñèñòåìó{
ax+ y = 2,

x+ ay = 1.

Ðåøåíèå. ×òîáû âûðîâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè x, óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà a{
ax+ y = 2,

ax+ a2y = a.

Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå:{
ax+ y = 2,

(a2 − 1)y = a− 2.

Ðåøèì âòîðîå óðàâíåíèå. Åñëè a2 = 1, ò.å. a = ±1, òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå íå

èìååò ðåøåíèé. Ïðè a2 6= 1 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y =
a− 2

a2 − 1
, ïîäñòàâëÿÿ

êîòîðîå â ïåðâîå óðàâíåíèå, íàõîäèì x =
1− 2a

1− a2
.
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Îòâåò: ïðè a 6= ±1 èìååì (x, y) ∈
{(

1− 2a

1− a2
,

2− a
1− a2

)}
; ïðè a = ±1 ðåøåíèé íåò.

5-é ñïîñîá ðåøåíèÿ, âîçìîæíûé äëÿ ñèñòåì 2-ãî ïîðÿäêà, � ãðàôè-
÷åñêèé ïîäõîä. Êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû{

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2

çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè Oxy ïðÿìóþ ëèíèþ. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ âçàèì-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè:

1) ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ è îçíà÷àåò íåïðîïîðöèîíàëüíîñòü êîýôôèöè-
åíòîâ ïðè x1 è x2):

a11

a21
6= a12

a22
;

2) ïðÿìûå ñîâïàäàþò (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ áåñêîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû è îçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âñåõ êîýôôè-
öèåíòîâ äâóõ óðàâíåíèé):

a11

a21
=
a12

a22
=
b1

b2
;

3) ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê (ïàðàëëåëüíû):

a11

a21
=
a12

a22
6= b1

b2
.

Çàìå÷àíèå. Âî âñåõ ïðîïîðöèÿõ âûøå êîýôôèöèåíòû â çíàìåíàòåëÿõ
ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ, åñëè ïðè ýòîì â ÷èñëèòåëå òàêæå ñòîèò íóëü.

Ïðèìåð 5. Íå ðåøàÿ ñèñòåìû, îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ðåøåíèé îíà èìååò â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a: {

ax+ y = 2,

x+ ay = 1.

Ðåøåíèå. 1) Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a

1
6= 1

a
⇔ a2 6= 1.

2) Ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a

1
=

1

a
=

2

1
⇔ a ∈ Ø.

3) Ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a

1
=

1

a
6= 2

1
⇔ a = ±1.
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6.2.2 Ñèñòåìû òð¼õ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè

Ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì îïðåäåëèòåëåé ëèíåéíûõ ñèñòåì 3-ãî ïîðÿäêà
a11x+ a12y + a13z = b1,

a21x+ a22y + a23z = b2,

a31x+ a32y + a33z = b3

ñëåäóåò íàéòè ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

4 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
è âûïèñàòü òðè âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëèòåëÿ

41 =

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , 42 =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣ , 43 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣ .
1) Â ñëó÷àå 4 6= 0 ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì Êð�àìåðà

x =
41

4
, y =

42

4
, z =

43

4
.

2) Åñëè 4 = 0 è õîòÿ áû îäèí èç îïðåäåëèòåëåé 41,42,43 îòëè÷åí
îò íóëÿ, òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé (íåñîâìåñòíà).

3) Åñëè 4 = 41 = 42 = 43 = 0, òî ñèñòåìà ëèáî ñîâñåì íå èìååò
ðåøåíèé, ëèáî (åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå), òî îíà èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ïðàâèëî 1. Åñëè êàêèå-ëèáî äâà óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå èìåþò ïðîïîð-
öèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû

a1

a2
=
b1

b2
=
c1

c2
=
d1

d2
,

òî ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû è îäíî èç íèõ ìîæíî îòáðîñèòü. Â ñè-
ñòåìå îñòàíåòñÿ äâà óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ìîæåò èìåòü èëè
íå èìåòü ðåøåíèé.

Ïðàâèëî 2. Åñëè äëÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ óðàâíåíèé èìååò ìåñòî
a1

a2
=
b1

b2
=
c1

c2
6= d1

d2
,

òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèñòåìû òð¼õ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Êàæäîå èç óðàâíåíèé çàäà¼ò â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïëîñ-
êîñòü.

1) Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òðè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, êîîðäèíàòû êîòîðîé è áóäóò
ðåøåíèåì.

2) Ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîñêîñòè
ïàðàëëåëüíû èëè òðåòüÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé, ïî êîòîðîé
ïåðåñåêàþòñÿ ïåðâûå äâå ïëîñêîñòè.

3) Ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè ëèáî âñå òðè ïëîñ-
êîñòè ñîâïàäàþò, ëèáî âñå òðè ïëîñêîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó ïðÿìóþ.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x− 3y + z − 2 = 0,

x+ 5y − 4z + 5 = 0,

4x+ y − 3z + 4 = 0.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì ñèñòåìó ê ñòàíäàðòíîìó âèäó:
2x− 3y + z = 2,

x+ 5y − 4z = −5,

4x+ y − 3z = −4.

Âû÷èñëèì âñå îïðåäåëèòåëè ñèñòåìû:

4 =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 5 −4
4 1 −3

∣∣∣∣∣∣ = −2 6= 0,

41 =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
−5 5 −4
−4 1 −3

∣∣∣∣∣∣ = −10, 42 =

∣∣∣∣∣∣
2 2 1
1 −5 −4
4 −4 −3

∣∣∣∣∣∣ = −12, 43 =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 2
1 5 −5
4 1 −4

∣∣∣∣∣∣ = −20.

Òîãäà ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà ïîëó÷àåì

x =
41

4
=
−10

−2
= 5, y =

42

4
=
−12

−2
= 6, z =

43

4
=
−20

−2
= 10.

Îòâåò: (x, y, z) = (5, 6, 10).
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6.3 Ëèíèè è ïîâåðõíîñòè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

¾Äàéòå ëèíèÿì ïîäëèííóþ ñâîáîäó¿.

Ýìèëü Áóðäåëü.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ãåî-
ìåòðè÷åñêèå îáðàçû àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Åù¼ â XVII âåêå ôðàí-
öóçñêèì ìàòåìàòèêîì Äåêàðòîì (1596�1650) áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä êî-
îðäèíàò, ÿâëÿþùèéñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè.

6.3.1 Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè

¾Âðàòà è êëþ÷ ýòèõ íàóê � ìàòåìàòèêà, êîòîðóþ... îòêðûëè áåçóïðå÷íûå ìóæè

îò íà÷àëà ìèðà è êîòîðóþ ïðåäïî÷èòàëè ïðî÷èì íàóêàì âñå áåçóïðå÷íûå è

ìóäðûå. À ïðåíåáðåæåíèå åþ óæå íà ïðîòÿæåíèè 300 èëè 400 ëåò ðàçðóøèëî

âñÿêîå çíàíèå ó ëàòèíÿí. Èáî, íå çíàÿ å¼, íåëüçÿ çíàòü íè ïðî÷èõ íàóê, íè

ìèðñêèõ äåë. È ÷òî åù¼ õóæå, ëþäè, â íåé íå ñâåäóùèå, íå îùóùàþò ñîáñòâåííîãî

íåâåæåñòâà, à ïîòîìó íå èùóò îò íåãî ëåêàðñòâà. È íàïðîòèâ òîãî, çíàêîìñòâî

ñ ýòîé íàóêîé ïîäãîòîâëÿåò äóøó è âîçâûøàåò å¼ êî âñÿêîìó ïðî÷íîìó çíàíèþ,

òàê ÷òî, åñëè êòî ïîçíàë èñòî÷íèêè ìóäðîñòè, êàñàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè, è

ïðàâèëüíî ïðèìåíèë èõ ê ïîçíàíèþ ïðî÷èõ íàóê è äåë, òîò ñìîæåò áåç îøèáîê è

áåç ñîìíåíèé, ëåãêî è ïî ìåðå ñèë ïîñòè÷ü è âñå ïîñëåäóþùèå íàóêè¿.

Ðîäæåð Áýêîí (îêîëî 1214�1292) � àíãëèéñêèé ôèëîñîô è

åñòåñòâîèñïûòàòåëü, ìîíàõ-ôðàíöèñêàíåö; ïðîôåññîð

áîãîñëîâèÿ â Îêñôîðäå. Çàíèìàëñÿ ìàòåìàòèêîé, õèìèåé è

ôèçèêîé.

Îáðàòèìñÿ ê îñíîâíûì ïîíÿòèÿì àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ïëîñ-
êîñòè.

Ïîíÿòèå ïëîñêîé ëèíèè. Óðàâíåíèå ëèíèè. Ðàññìîòðèì íà
ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy. Êàæäîé òî÷êå ñòà-
âÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äâå êîîðäèíàòû: x (àáñöèññà) è y (îðäèíàòà). Ïî-
ìèìî îòäåëüíûõ òî÷åê ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ïëîñêîñòè ëèíèè,1

êîòîðûå ìîæíî çàäàòü íà ïëîñêîñòè Oxy óðàâíåíèåì F (x, y) = 0. Òà-
êèì îáðàçîì, ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó
óðàâíåíèþ.

1Ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè çàäà¼òñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì òîëüêî èì ïðè-
ñóùèì ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâîì. Íàïðèìåð, îêðóæíîñòü ðàäèóñà R åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
ïëîñêîñòè, óäàë¼ííûõ íà ðàññòîÿíèå R îò íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè O (öåíòðà îêðóæíî-
ñòè).
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Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå F (x, y) = 0 íå âñåãäà îïðåäåëÿåò ãåîìåò-

ðè÷åñêèé îáðàç, êîòîðûé âîñïðèíèìàåòñÿ íàìè êàê ëèíèÿ. Òàê, óðàâíåíèå x2 + y2 = 0

îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè Oxy ëèøü îäíó òî÷êó (0, 0), à óðàâíåíèå x2 + y2 + 1 = 0 âîîáùå

íå îïðåäåëÿåò íèêàêîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà (ïóñòîå ìíîæåñòâî).

Ââåäåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ïîçâîëÿ-
åò óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì
âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè è ìíîæåñòâîì ïàð ÷èñåë, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü
ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿòü àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû.
Èíûìè ñëîâàìè, óðàâíåíèå ëèíèè ïîçâîëÿåò èçó÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ëèíèè çàìåíèòü èññëåäîâàíèåì å¼ óðàâíåíèÿ.

Àëãåáðàè÷åñêèå ëèíèè íà ïëîñêîñòè. Ñðåäè ìíîæåñòâà ëèíèé
(êðèâûõ) íà ïëîñêîñòè âûäåëèì âàæíûé êëàññ ëèíèé, íàçûâàåìûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèìè ëèíèÿìè.

Àëãåáðàè÷åñêîé ëèíèåé n-ãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè íàçîâ¼ì ëèíèþ,
îïðåäåëÿåìóþ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì n-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî
äâóõ ïåðåìåííûõ x è y.

Íàïðèìåð, ëèíèè 1-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

Ax+By + C = 0,

â êîòîðîì õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ A è B îòëè÷åí îò íóëÿ
(A2 +B2 6= 0). Ëèíèè 2-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

ãäå A2 +B2 + C2 6= 0 è ò.ä.

1. Îáðàòèìñÿ ê ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì çàäàíèÿ ïðÿìîé ëèíèè íà ïëîñ-
êîñòè. Âûøå ìû ãîâîðèëè, ÷òî óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2), ìîæåò áûòü çàäàíî
ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà:∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x y 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàññìîòðèì äðóãèå ñïîñîáû.

Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè ìîæåò
áûòü çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (1-é ñòåïåíè)

Ax+By + C = 0, ãäå A2 +B2 6= 0. (1)
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Ïðè ýòîì âåêòîð ~n = {A,B} ïåðïåíäèêóëÿðåí (îðòîãîíàëåí) ïðÿìîé è
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé, èëè íîðìàëüþ.

Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0)
ïåðïåíäèêóëÿðíî çàäàííîìó âåêòîðó ~n = {A,B}, èìååò âèä

A(x− x0) +B(y − y0) = 0.

Ïðè ýòîì, åñëè â óðàâíåíèè (1):
à) C = 0, òî óðàâíåíèå Ax + By = 0 îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî

êîîðäèíàò (ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû òî÷êè (0, 0) óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ).
á) B = 0, òî óðàâíåíèå Ax + C = 0 îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè Oy (ïî-

ñêîëüêó íîðìàëüíûé âåêòîð ýòîé ïðÿìîé ~n = {A, 0} îðòîãîíàëåí îñè Oy).
â) A = 0, òî óðàâíåíèå By + C = 0 îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè Ox (ïî-

ñêîëüêó íîðìàëüíûé âåêòîð ýòîé ïðÿìîé ~n = {0, B} îðòîãîíàëåí îñè Ox).
ã) B = C = 0, òî óðàâíåíèå Ax = 0 îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíóþ îñü Oy (ïîñêîëüêó

ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Oy è ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò).

ä) A = C = 0, òî óðàâíåíèå By = 0 îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíóþ îñü Ox (ïîñêîëüêó

ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Ox è ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò).

Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ. Â ñëó÷àå C 6= 0 ðàçäåëèì îáå
÷àñòè îáùåãî óðàâíåíèÿ íà C è ïîëó÷èì

Ax+By = −C, ⇔ x

−C
A

+
y

−C
B

= 1.

Îáîçíà÷èì a = −C
A , b = −C

B . Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå

x

a
+
y

b
= 1

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ. Òà-
êîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðÿìàÿ îòñåêàåò íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ
îòðåçêè, âåëè÷èíû êîòîðûõ (ñ ó÷¼òîì çíàêà) ðàâíû a è b. Èíûìè ñëî-
âàìè, ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (a, 0) è (0, b).

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ
íà ïëîñêîñòè (êðîìå ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñèOy) ìîæåò áûòü çàäàíà
óðàâíåíèåì

y = kx+ b,

ãäå k íàçûâàåòñÿ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì (îí ÷èñëåííî ðàâåí òàíãåí-
ñó óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè Ox), b
íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì.
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Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå ïðÿìîé, èìåþùåé óãëîâîé êîýôôèöèåíò k
è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó M0(x0, y0), èìååò âèä

y − y0 = k(x− x0), èëè y = y0 + k(x− x0).

Ïðè B 6= 0 îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé äåëåíèåì íà B ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíî ê âèäó óðàâíåíèÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì:

Ax+By+C = 0 ⇔ By = −Ax−C ⇔ y = −A
B
x− C

B
= kx+ b.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Íàçîâ¼ì ëþáîé (íåíóëåâîé)
âåêòîð ~l, ïàðàëëåëüíûé äàííîé ïðÿìîé, íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ýòîé
ïðÿìîé. Òîãäà óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó
M0(x0, y0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~l = {m, k}, èìååò âèä

x− x0

m
=
y − y0

k

è íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ m èëè k ìîæåò

îáðàùàòüñÿ â íóëü. Îáðàùåíèå îäíîãî èç çíàìåíàòåëåé â íóëü îçíà÷àåò, ÷òî è îòâå÷àþùèé

åìó ÷èñëèòåëü ðàâåí íóëþ. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå
x− 1

2
=
y − 3

0
⇔ (x− 1) · 0 = (y − 3) · 2,

ò.å. çàäà¼ò ïðÿìóþ y ≡ 3.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå (ðàçëè÷íûå)
òî÷êè A(x1, y1) è B(x2, y2):

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò
èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Â ñàìîì äåëå, ïðèìåì çà ïàðàìåòð
t âåëè÷èíó, ðàâíóþ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

x− x0

m
=
y − y0

k
= t.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê x è y â ýòîì óðàâíåíèè ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèç-
âîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî îáå ÷àñòè êàíîíè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ, à çíà÷èò è ïàðàìåòð t, íè÷åì íå îãðàíè÷åíû. Îòñþäà, ðàçáèâàÿ íà
äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:{

x = x0 +mt,

y = y0 + kt, ãäå t ∈ R.
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Çàéì¼ìñÿ âîïðîñîì âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñ-
êîñòè. À èìåííî, ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ óñëîâèé ïàðàëëåëüíîñòè,
ñîâïàäåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ â îäíîé òî÷êå äâóõ ïðÿìûõ, à òàêæå ê íàõîæ-
äåíèþ óãëà ìåæäó íèìè.

Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü íà
ïëîñêîñòè äàíû äâå ïðÿìûå: L1 è L2.

à) Åñëè ïðÿìàÿ L1 çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì A1x + B1y + C1 = 0,
à ïðÿìàÿ L2, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèåì A2x + B2y + C2 = 0, òî ýòè
ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû (íå èìåþò îáøèõ òî÷åê) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ó íèõ êîýôôèöèåíòû ïðè x è y ïðîïîðöèîíàëüíû ìåæäó ñîáîé,
íî íå ïðîïîðöèîíàëüíû ñâîáîäíûì ÷ëåíàì:

A1

A2
=
B1

B2
6= C1

C2
.

á) Åñëè ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöè-
åíòîì y = k1x + b1 è y = k1x + b1, òî óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ðàâíî-
ñèëüíî ðàâåíñòâó óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ïðÿìûõ ïðè íåðàâíûõ
ñâîáîäíûõ ÷ëåíàõ: {

k1 = k2,

b1 6= b2.

â) Åñëè ïðÿìûå çàäàíû êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x− x1

m1
=
y − y1

k1
,

x− x2

m2
=
y − y2

k2
,

òî óñëîâèå èõ ïàðàëëåëüíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óñëîâèÿ ïàðàë-
ëåëüíîñòè èõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ~l1 = {m1, k1} è ~l2 = {m2, k2}:

m1

m2
=
k1

k2
.

Ïðè ýòîì åñëè â çíàìåíàòåëå îäíîé èç äðîáåé ñòîèò íóëü, òî â ÷èñëèòåëå ýòîé äðîáè òàêæå

ñòîèò íóëü, ò.å. ýòó ïðîïîðöèþ ñëåäóåò ïîíèìàòü â âèäå m1 · k2 = m2 · k1.

Óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.

à) Åñëè ïðÿìàÿ L1 çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì A1x + B1y + C1 = 0,
à ïðÿìàÿ L2, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèåì A2x + B2y + C2 = 0, òî ýòè
ïðÿìûå ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ âñå êîýôôèöèåíòû
ïðîïîðöèîíàëüíû ìåæäó ñîáîé:

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
.
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á) Åñëè ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöè-
åíòîì y = k1x + b1 è y = k1x + b1, òî óñëîâèå èõ ñîâïàäåíèÿ (îòîæ-
äåñòâëåíèÿ) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó êàê óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, òàê è
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ: {

k1 = k2,

b1 = b2.

Óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.

à) Åñëè ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x + B1y +
C1 = 0 è A2x+B2y+C2 = 0, òî ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ (â åäèíñòâåí-
íîé òî÷êå) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ êîýôôèöèåíòû ïðè x è y
íåïðîïîðöèîíàëüíû ìåæäó ñîáîé:

A1

A2
6= B1

B2
.

Ïðè÷¼ì êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøå-
íèå ñèñòåìû {

A1x+B1y + C1 = 0,

A2x+B2y + C2 = 0.

á) Åñëè ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöè-
åíòîì y = k1x + b1 è y = k1x + b1, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ óãëîâûå êîýôôèöèåíòû íå ðàâíû:

k1 6= k2.

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòè. Ëþáûå äâå ïåðåñåêàþùè-
åñÿ â îäíîé òî÷êå ïðÿìûå îáðàçóþò äâà óãëà, â ñóììå ðàâíûõ π. Âñåãäà
äîñòàòî÷íî íàéòè îäèí èç ýòèõ óãëîâ. Ïðè ýòîì óãîë ìåæäó ïðÿìûìè,
î÷åâèäíî, ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè.

à) Åñëè ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x + B1y +
C1 = 0 èA2x+B2y+C2 = 0, òî óãîë ϕ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâåí óãëó
ìåæäó èõ íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè, è êîñèíóñ ýòîãî óãëà âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

cosϕ =
A1A2 +B1B2√

A2
1 +B2

1 ·
√
A2

2 +B2
2

.

Åñëè êîñèíóñ ïîëó÷èëñÿ ðàâåí íåêîòîðîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó p, òî âû íàøëè êîñèíóñ

îñòðîãî óãëà, à ñàì óãîë ϕ = arccos p. Åñëè æå êîñèíóñ îêàçàëñÿ îòðèöàòåëåí (è ðàâåí p),

òî âû îïðåäåëèëè òóïîé óãîë, à îñòðûé ðàâåí π − arccos p.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïîäñòà-
âèì â ýòó ôîðìóëó ϕ = π

2 , òîãäà cosϕ = 0 è ïîëó÷èì, ÷òî ïðÿìûå
ïåðïåíäèêóëÿðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1A2 +B1B2 = 0.

á) Åñëè ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöè-
åíòîì y = k1x+ b1 è y = k1x+ b1, òî êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó íèìè ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå:

cosϕ =
k1k2 + 1√

k2
1 + 1 ·

√
k2

2 + 1
,

îòêóäà ïîëó÷àåì óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè â âèäå k2 = − 1

k1
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî òàêæå
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

tgϕ =
k2 − k1

1 + k1k2
.

Åñëè âû õîòèòå íàéòè îñòðûé (ìåíüøèé èç äâóõ) óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, òî â ïðàâîé ÷àñòè
ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò ïîñòàâèòü ìîäóëü:

tgϕ =

∣∣∣∣ k2 − k1

1 + k1k2

∣∣∣∣ ,
è òîãäà ϕ = arctg

∣∣∣ k2−k11+k1k2

∣∣∣.
Ðàññìîòðèì â äîïîëíåíèå åù¼ íåñêîëüêî âàæíûõ íà ïðàêòèêå ôîðìóë.

Ïðîñòåéøèå çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè.

1) Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
A(x1, y1) è B(x2, y2) ïëîñêîñòè ðàññòîÿíèå d ìåæäó íèìè âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

2) Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè. Ïóñòü òî÷êà M äåëèò
îòðåçîê AB â çàäàííîì îòíîøåíèè AM

MB = λ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïî çàäàííîìó ÷èñëó λ è èçâåñòíûì êîîðäèíàòàì òî÷åê A(x1, y1)
è B(x2, y2) íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè M(xM , yM):

xM =
x1 + λx2

1 + λ
, yM =

y1 + λy2

1 + λ
.
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Â ÷àñòíîñòè, êîãäà òî÷êà M äåëèò îòðåçîê AB ïîïîëàì (λ = 1), ïîëó-
÷èì

xM =
x1 + x2

2
, yM =

y1 + y2

2
.

Ïðèìåð. Äàíû òî÷êè A(1, 1) è B(7, 4). Íàéòè êîîðäèíàòû ïðèíàäëåæàùåé îòðåçêó
AB òî÷êè M(x, y), êîòîðàÿ â äâà ðàçà áëèæå ê A, ÷åì ê B.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ
AM

MB
= λ =

1

2
, ïîýòîìó

xM =
x1 + 1

2x2

1 + 1
2

=
1 + 1

2 · 7
1 + 1

2

= 3, yM =
y1 + 1

2y2

1 + 1
2

=
1 + 1

2 · 4
1 + 1

2

= 2.

3) Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé. Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè
M0(x0, y0) äî ïðÿìîé Ax+By + C = 0 íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.

Ïðèìåð. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè

3x+ 4y − 24 = 0 è 3x+ 4y + 6 = 0.

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì íà îäíîé èç ïðÿìûõ, íàïðèìåð íà ïåðâîé, ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
A(0, 6). Òîãäà èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè A äî âòîðîé ïðÿìîé:

d =
|3 · 0 + 4 · 6 + 6|√

32 + 42
= 6.

2. Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ, èëè îñíîâíûå êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà.
Êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå � ýòî ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè ñ êðóãîâûì êîíóñîì.
Ñóùåñòâóþò òðè ãëàâíûõ òèïà êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé: ýëëèïñ (îêðóæ-
íîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ýëëèïñà), ïàðàáîëà è
ãèïåðáîëà, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò âûðîæäåííûå ñå÷åíèÿ: òî÷êà, ïðÿ-
ìàÿ è ïàðà ïðÿìûõ.

Ïðè ýòîì, åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,
òî ïîëó÷àåòñÿ âûðîæäåííîå ñå÷åíèå. Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå, åñëè
ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò âñå îáðàçóþùèå êîíóñà â òî÷êàõ îäíîé åãî ïîëî-
ñòè, ïîëó÷àåì ýëëèïñ, åñëè ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îäíîé èç êàñàòåëü-
íûõ ïëîñêîñòåé êîíóñà, ïîëó÷àåì ïàðàáîëó, åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü
ïåðåñåêàåò îáå ïîëîñòè êîíóñà, ïîëó÷àåì ãèïåðáîëó.1

1Âñå íåâûðîæäåííûå êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ, êðîìå îêðóæíîñòè, ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì ñïî-
ñîáîì. Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè òî÷êó F è ïðÿìóþ d è çàäàäèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε ≥ 0. Òîãäà
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî òî÷êè F è äî ïðÿìîé d îòëè÷àåòñÿ â ε
ðàç, ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì. Òî÷êà F íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ, ïðÿìàÿ
d � äèðåêòðèñîé, ÷èñëî ε � ýêñöåíòðèñèòåòîì. Â çàâèñèìîñòè îò ýêñöåíòðèñèòåòà, ïîëó÷èòñÿ:
ïðè ε > 1 � ãèïåðáîëà; ïðè ε = 1 � ïàðàáîëà; ïðè ε < 1 � ýëëèïñ; äëÿ îêðóæíîñòè ïîëàãàþò
ε = 0 (õîòÿ ôàêòè÷åñêè ïðè ε = 0 ÃÌÒ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òî÷êà F ).

168



Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ óêàçàííûõ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, îíè æå � íàè-
áîëåå èçâåñòíûå êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè.1

Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâ-
íîóäàë¼ííûõ îò çàäàííîé òî÷êè (íàçûâàåìîé öåíòðîì îêðóæíîñòè).
Îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êåM0(x0, y0) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì (ñòàíäàðòíîãî âèäà)

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2.

Åñëè îêðóæíîñòü çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåìAx2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+
F = 0, òî, âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò ïî îáåèì ïåðåìåííûì, óðàâíåíèå
ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó.

Ïðèìåð. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè x2 + y2 + 16y − 9 = 0.

Ðåøåíèå. Äîïîëíèâ äî ïîëíîãî êâàäðàòà, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

x2 + (y2 + 16y + 64)− 64− 9 = 0 ⇔ x2 + (y + 8)2 = 73.

Òàêèì îáðàçîì, öåíòð îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â òî÷êå O(0,−8), à å¼ ðàäèóñ ðàâåí
√

73.

Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòî-
ðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê (íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè)
åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, á�îëüøàÿ, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè.

Êàíîíè÷åñêîå (ïðîñòåéøåå) óðàâíåíèå ýëëèïñà èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Ýëëèïñ èìååò äâå îñè ñèììåòðèè, íàçûâàåìûå îñÿìè ýëëèïñà. Òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ îñåé íîñèò íàçâàíèå öåíòðà ýëëèïñà. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ýëëèïñà ñî ñâîèìè îñÿìè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ýëëèïñà. Ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ïîëóîñÿìè ýëëèïñà. Åñëè a > b, òî a
íàçûâàåòñÿ á�îëüøåé ïîëóîñüþ ýëëèïñà, à b, ñîîòâåòñòâåííî, � ì�åíüøåé
ïîëóîñüþ, åñëè a < b, òî íàîáîðîò.

Åñëè ó ýëëèïñà ïîëóîñè ðàâíû (a = b), òî ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â
îêðóæíîñòü ðàäèóñà a.

Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êî-
òîðûõ ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê (íàçûâàåìûõ

1Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè òðàåêòîðèÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â
áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàíñòâå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, è âñëåäñòâèå ýòîãî ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç êîíè÷åñêèõ êðèâûõ � ïàðàáîëîé, ãèïåðáîëîé, ýëëèïñîì èëè ïðÿìîé. Òàê, îðáèòû
ïëàíåò � ýëëèïñû, òðàåêòîðèè êîìåò � ýëëèïñû, ãèïåðáîëû èëè ¾ïî÷òè ïàðàáîëè÷åñêèå¿, òðàåê-
òîðèÿ ïîë¼òà ïóøå÷íîãî ÿäðà � äóãà ýëëèïñà.

169



ôîêóñàìè) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ì�åíüøàÿ, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó
ôîêóñàìè.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä

x2

a2
− y2

b2
= 1. (1)

Ãèïåðáîëà èìååò äâå îñè ñèììåòðèè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îñÿìè ãè-
ïåðáîëû. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ãè-
ïåðáîëû. Îäíà èç îñåé ãèïåðáîëû ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãèïåðáîëîé â òî÷êàõ,
ëåæàùèõ íà îñè Ox è íàçûâàåìûõ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû. Åñëè y = 0,
òî x = ±a, ò.å. âåðøèíû ãèïåðáîëû èìåþò êîîðäèíàòû (±a, 0). Âåëè-
÷èíû a è b íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé
ïîëóîñÿìè ãèïåðáîëû. Ïðÿìûå y = ± b

a îïðåäåëÿþò äâå àñ�èìïòîòû.
Óðàâíåíèå

y2

b2
− x2

a2
= 1

òàêæå îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëó, âåðøèíû êîòîðîé ëåæàò íà îñè Oy, è êî-
òîðàÿ èìååò òå æå àñèìïòîòû, ÷òî è ãèïåðáîëà (1). Ýòà ãèïåðáîëà íà-
çûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííîé ïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðáîëå (1).

Ãèïåðáîëà ñ ðàâíûìè ïîëóîñÿìè (a = b) íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîí-
íåé.

Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò äàííîé òî÷êè (ôîêóñ)
è îò äàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåìîé äèðåêòðèñîé è íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ôîêóñ.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû èìååò âèä

y2 = 2px èëè x2 = 2py. (2)

Ïàðàáîëà y2 = 2px èìååò îñü ñèììåòðèè, ñîâïàäàþùóþ ñ îñüþ Ox.
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ îñüþ ñèììåòðèè íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé
ïàðàáîëû. Âåðøèíà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ñàìà ïàðàáîëà �
ïðè p > 0 ðàñïîëîæåíà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè x ≥ 0, à ïðè p < 0 â
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè x ≤ 0. Ôîêóñ íàõîäèòñÿ íà îñè ïàðàáîëû è èìååò
êîîðäèíàòû F (p2 , 0). Äèðåêòðèñà èìååò óðàâíåíèå x = −p

2 .
Çàìåòèì, ÷òî ïîìèìî óêàçàííûõ âûøå êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñó-

ùåñòâóþò äðóãèå ëèíèè, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè 2-é ñòåïåíè, íàïðè-
ìåð, óðàâíåíèå

a2x2 − b2y2 = 0 îïðåäåëÿåò ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.
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Ïîäâåä¼ì èòîãè: ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàíî
îáùåå óðàâíåíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòî-
ðîé ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò îäèí èç ñëåäóþøèõ äåâÿòè êàíîíè÷å-

ñêèõ âèäîâ: 1)
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (ýëëèïñ), 2)

x2

a2
+
y2

b2
= −1 (ìíèìûé ýë-

ëèïñ), 3) a2x2 + b2y2 = 0 (ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ), 4)

a2x2 − b2y2 = 0 (ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ), 5)
x2

a2
− y2

b2
= 1 (ãèïåð-

áîëà), 6) y2 = 2px, x2 = 2py (ïàðàáîëà), 7) y2 − a2 = 0, x2 − a2 = 0
(ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ), 8) y2 + a2 = 0, x2 + a2 = 0 (ïàðà ìíèìûõ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ), 9) y2 = 0, x2 = 0 (ïàðà ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ).

Ïðèìåð. Ïðèâåäÿ óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, îïðåäåëèòü òèï êðèâîé âòîðîãî
ïîðÿäêà:

x2 + 2y2 − 4x+ 16y = 0.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûå êðàäðàòû, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

(x2 − 4x+ 4)− 4 + 2(y2 + 8y + 16)− 32 = 0 ⇔ (x− 2)2 + 2(y + 4)2 = 36,

èëè
(x− 2)2

62
+

(y + 4)2

(3
√

2)2
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a = 6, b = 3
√

2, öåíòð

êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â òî÷êå (2,−4).

6.3.2 Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâå

¾Áîëüøèíñòâî òàê íàçûâàåìûõ êóëüòóðíûõ ëþäåé, íå ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòèêîé

ïî ðîäó ñâîèõ çàíÿòèé, ñ÷èòàåò ñîâåðøåííî äîïóñòèìûì íå èìåòü îá ýòîé íàóêå

íè ìàëåéøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ìàòåìàòèêà äëÿ íèõ � íå÷òî â âûñøåé ñòåïåíè

ñêó÷íîå, ñóõîå è îòâëå÷¼ííîå... Â íàèáîëåå ïå÷àëüíûõ ñëó÷àÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòî

ïî÷òè òî æå ñàìîå, ÷òî çàíÿòèå áóõãàëòåðèåé¿.

Íîðáåðò Âèíåð (àíãë. Norbert Wiener; 1894�1964) �

àìåðèêàíñêèé ó÷¼íûé, âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê è ôèëîñîô,

îñíîâîïîëîæíèê êèáåðíåòèêè è òåîðèè èñêóññòâåííîãî

èíòåëëåêòà.

Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, â îòëè÷èå îò ïëîñêîñòè, âîçíèêàþò íî-
âûå ïîíÿòèÿ � ïîâåðõíîñòè, îáú¼ìíîãî òåëà è ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.

Ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè îñÿìè: Ox � îñü àáñöèññ, Oy � îñü îðäèíàò, Oz � îñü àïïëèê�àò.
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Óðàâíåíèå ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, çàïèñàííîå â îáùåì âèäå

F (x, y, z) = 0,

îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå Oxyz íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü S è íàçûâà-
åòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèåì ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ïîâåðõíîñòü S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó
óðàâíåíèþ.1

Êîíå÷íî, íå âñÿêîìó óðàâíåíèþ F (x, y, z) = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûé ãåîìåòðè÷åñêèé

îáðàç. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2 +y2 + z2 = −1 çàäà¼ò â ïðîñòðàíñòâå ïóñòîå ìíîæåñòâî. À

óðàâíåíèå (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 îïðåäåëÿåò â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ñôåðó ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå (a, b, c).

Ïîâåðõíîñòü S â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ n-ãî ïîðÿäêà, åñëè ýòà ïîâåðõíîñòü â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì n-é ñòåïåíè
ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè x, y, z.

Íàïðèìåð, îáùåå óðàâíåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè 1-ãî ïîðÿä-
êà èìååò âèä

Ax+By + Cz +D = 0,

ãäå õîòÿ áû îäèí èç òð¼õ êîýôôèöèåíòîâ A,B èëè C îòëè÷åí îò íóëÿ.

Êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå. Ëèíèþ, èëè êðèâóþ, â ïðîñòðàíñòâå
îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé. Òàêèì îá-
ðàçîì, äâà óðàâíåíèÿ {

F1(x, y, z) = 0,

F2(x, y, z) = 0

îïðåäåëÿþò ëèíèþ L, ò.å. ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ýòîé ëèíèè.
Ìû ðàññìîòðåëè òàê íàçûâàåìûé íåÿâíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîâåðõ-

íîñòåé è êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè èç óðàâíåíèÿ
F (x, y, z) = 0 óäà¼òñÿ, íàïðèìåð, âûðàçèòü ïåðåìåííóþ z, òî ïðèõî-
äèì ê ÿâíîìó óðàâíåíèþ ïîâåðõíîñòè: z = f(x, y).

Îäíàêî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû çàäàíèÿ êðèâûõ è ïîâåðõíî-
ñòåé â ïðîñòðàíñòâå, íàïðèìåð, ïàðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîá.

1Èíîãäà äëÿ óïðîùåíèÿ âèäà óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþò íå äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ, à äðóãóþ
(íàïðèìåð, ñôåðè÷åñêóþ) ñèñòåìó êîîðäèíàò. È â ýòîé ñèòóàöèè âìåñòî óðàâíåíèÿ x2 + y2 + z2 =
R2 â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåì ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ: r = R.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëèíèè è ïîâåðõíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëèíèè L â ïðîñòðàíñòâå,
îïðåäåëÿþùèå êîîðäèíàòû x, y è z ëþáîé òî÷êè ýòîé ëèíèè êàê òðè
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

x = x(t),

y = y(t),

z = z(t), t ∈ [t0, t1],

åñòåñòâåííî âîçíèêàþò, åñëè ýòó ëèíèþ ðàññìàòðèâàòü êàê ïóòü, ïðîé-
äåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé çà âðåìÿ t, îòñ÷èòûâàåìîå îò íåêîòîðîãî
íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t0 è äî ìîìåíòà t1, à ôóíêöèè ðàññìàòðèâàòü êàê
çàêîí äâèæåíèÿ ýòîé òî÷êè. Ïåðåìåííàÿ t ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà-
ìåòðîì, à ñàìà ëèíèÿ â ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé äâèæå-
íèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè S êîîðäèíàòû ëþáîé
òî÷êè ýòîé ïîâåðõíîñòè äîëæíû áûòü çàäàíû óæå êàê íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè íå îäíîãî, à äâóõ ïàðàìåòðîâ u è v

x = x(u, v),

y = y(u, v),

z = z(u, v), (u, v) ∈ Ω.

Íàïðèìåð, ñôåðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò çàäà¼òñÿ
ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x = R sin θ cosϕ,

y = R sin θ sinϕ,

z = R cos θ,

ãäå ïàðàìåòðû θ è ϕ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óãëîâûå ñôåðè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû (øèðîòó è äîëãîòó) òî÷åê ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Îáû÷íî ïîëàãàþò
0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π.

1. Îáðàòèìñÿ ê ñïîñîáàì çàäàíèÿ ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè

Ax+By + Cz +D = 0, ãäå A2 +B2 + C2 6= 0,

îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü è íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü � ýòî ïîâåðõíîñòü 1-ãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì
âåêòîð ~n = {A,B,C} ïåðïåíäèêóëÿðåí (îðòîãîíàëåí) ïëîñêîñòè è íà-
çûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè, èëè íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè.

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0)
ïåðïåíäèêóëÿðíî çàäàííîìó âåêòîðó ~n = {A,B,C}, èìååò âèä

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1) Åñëè D = 0, òî óðàâíåíèå Ax + By + Cz = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

2) Åñëè A = 0, òî óðàâíåíèå By + Cz + D = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ
îñè Ox.

Â ñëó÷àå B = 0 óðàâíåíèå Ax+ Cz +D = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ îñè
Oy, à â ñëó÷àå C = 0 � ïàðàëëåëüíóþ îñè Oz.

3) Åñëè A = B = 0, òî óðàâíåíèå Cz + D = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy. Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå By +D = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü,
ïàðàëëåëüíóþ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxz, à óðàâíåíèå Ax + D = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñ-
êîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè Oyz.

4) Åñëè A = B = D = 0, òî óðàâíåíèå Cz = 0 îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü

Oxy. Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå By = 0 îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxz, à óðàâíå-

íèå Ax = 0 � êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oyz.

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ. Â ñëó÷àå D 6= 0 ðàçäåëèì îáå
÷àñòè îáùåãî óðàâíåíèÿ íà D è ïîëó÷èì

Ax+By + Cz = −D, ⇔ x

−D
A

+
y

−D
B

+
z

−D
C

= 1.

Îáîçíà÷èì a = −D
A , b = −D

B , c = −D
C . Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ.

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè ðàçëè÷íûå
òî÷êè A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) è C(x3, y3, z3), íå ëåæàùèå íà îäíîé
ïðÿìîé: ∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

2. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ
ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå.
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Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå. Ðàñ-
ñìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå äâå ïëîñêîñòè π1 è π2, çàäàííûå îáùèìè óðàâ-
íåíèÿìè

A1x+B1y + C1z +D1 = 0, A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

Ýòè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû (íå èìåþò îáøèõ òî÷åê) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ó íèõ êîýôôèöèåíòû ïðè x, y è z ïðîïîðöèîíàëüíû ìåæäó
ñîáîé, íî íå ïðîïîðöèîíàëüíû ñâîáîäíûì ÷ëåíàì:

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
6= D1

D2
.

Óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå. Ïëîñ-
êîñòè ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ âñå êîýôôèöèåíòû
ïðîïîðöèîíàëüíû ìåæäó ñîáîé:

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
=
D1

D2
.

Óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå. Åñëè
êàêîå-íèáóäü èç ðàâåíñòâ â ñîîòíîøåíèè

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2

íàðóøàåòñÿ, òî ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ (ïî ïðÿìîé), è ýòà ïðÿìàÿ çà-
äà¼òñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé{

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè â ïðîñòðàíñòâå. Ëþáûå äâå ïåðåñå-
êàþùèåñÿ ïëîñêîñòè îáðàçóþò äâà äâóãðàííûõ óãëà, ñóììà óãëîâûõ
âåëè÷èí êîòîðûõ ðàâíà π. Äîñòàòî÷íî íàéòè îäèí èç ýòèõ óãëîâ.

Ïîñêîëüêó óãîë ϕ ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íîðìàëü-
íûìè âåêòîðàìè ~n1 = {A1, B1, C1} è ~n2 = {A2, B2, C2}, òî îí ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå:

cosϕ =
A1A2 +B1B2 + C1C2√

A2
1 +B2

1 + C2
1 ·
√
A2

2 +B2
2 + C2

2

.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïîäñòàâèì
â ýòó ôîðìóëó ϕ = π

2 , òîãäà cosϕ = 0 è ïîëó÷èì, ÷òî ïëîñêîñòè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïîñîáû çàäàíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~l =
{m, k, p}, èìåþò âèä

x− x0

m
=
y − y0

k
=
z − z0

p

è íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé.

Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè
A(x1, y1, z1) è B(x2, y2, z2):

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé âûòåêàþò èç êàíîíè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Â ñàìîì äåëå, ââåä¼ì ïàðàìåòð t:

x− x0

m
=
y − y0

k
=
z − z0

p
= t.

Îòñþäà, ðàçáèâàÿ íà òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ ïðÿìîé: 

x = x0 +mt,

y = y0 + kt,

z = z0 + pt, ãäå t ∈ R.

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, çàäàííûìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíå-
íèÿìè

x− x1

m1
=
y − y1

k1
=
z − z1

p1
,

x− x2

m2
=
y − y2

k2
=
z − z2

p2
,

îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó èõ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ~l1 =
{m1, k1, p1} è ~l2 = {m2, k2, p2}:

cosϕ =
m1m2 + k1k2 + p1p2√

m2
1 + k2

1 + p2
1 ·
√
m2

2 + k2
2 + p2

2

.
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Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ïðè ϕ = π
2 ïîëó÷àåì óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè

äâóõ ïðÿìûõ:
m1m2 + k1k2 + p1p2 = 0.

4. Ðàññìîòðèì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâå. Ïóñòü äàíû ïðÿìàÿ
x− x1

m
=
y − y1

k
=
z − z1

p
è ïëîñêîñòü

Ax+By + Cz +D = 0.

Óãîë ϕ ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

sinϕ =
Am+Bk + Cp

√
A2 +B2 + C2 ·

√
m2 + k2 + p2

.

Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè:

A

m
=
B

k
=
C

p
.

Ïðîñòåéøèå çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ïðîñòðàí-
ñòâå.

1) Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
A(x1, y1, z1) è B(x2, y2, z2) ïðîñòðàíñòâà ðàññòîÿíèå d ìåæäó íèìè âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

2) Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè. Ïóñòü òî÷êà
M(xM , yM , zM) äåëèò îòðåçîê AB, ãäå A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), â çà-
äàííîì îòíîøåíèè AM

MB = λ. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè M âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì:

xM =
x1 + λx2

1 + λ
, yM =

y1 + λy2

1 + λ
, zM =

z1 + λz2

1 + λ
.

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà òî÷êà M äåëèò îòðåçîê AB ïîïîëàì (λ = 1), ïîëó-
÷èì

xM =
x1 + x2

2
, yM =

y1 + y2

2
, zM =

z1 + z2

2
.

3) Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè
M0(x0, y0, z0) äî ïëîñêîñòè Ax+By+Cz+D = 0 íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.
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Ïðèâåä¼ì â çàêëþ÷åíèå óðàâíåíèÿ íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé 2-ãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå. Ê íèì îòíîñÿòñÿ: ýëëèïñ�îèä (ñôå-
ðà), ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîë�îèä, îäíîï�îëîñòíûé è äâóï�îëîñòíûé ãèïåð-
áîë�îèäû, êîíóñ, ýëëèïòè÷åñêèé, ïàðàáîëè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèé öè-
ëèíäðû.1

1. Ýëëèïñîèä îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c íàçûâàþòñÿ åãî ïîëóîñÿìè. Ëèíèè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ñ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
îñÿì, ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñàìè.

Åñëè äâå èç òð¼õ ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó (íà-
ïðèìåð, a = b), òî ýëëèïñîèä ñòàíîâèòñÿ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ2 (ñôå-
ðîèäîì). Ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ � ýòî ïîâåðõíîñòü â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, îáðàçîâàííàÿ ïðè âðàùåíèè ýëëèïñà âîêðóã îäíîé èç åãî
ãëàâíûõ îñåé.

Åñëè a = b = c, òî ýëëèïñîèä ïðåâðàùàåòñÿ â ñôåðó ðàäèóñà a:

x2 + y2 + z2 = a2.

2. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä3 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1,

ãäå a è b � äåéñòâèòåëüíûå ïîëóîñè, à c � ìíèìàÿ ïîëóîñü.

3. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1,

ãäå a è b � ìíèìûå ïîëóîñè, à c � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü. Åñëè a = b,
òî òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîèäîì âðàùåíèÿ. Îäíîïî-
ëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âðàùåíèåì ãèïåð-
áîëû âîêðóã å¼ ìíèìîé îñè, äâóõïîëîñòíûé � âîêðóã äåéñòâèòåëüíîé.

1Èçîáðàæåíèÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé íàéäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
2Ôîðìà Çåìëè � â õîðîøåì ïðèáëèæåíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëþñíóòûé ýëëèïñîèä âðàùå-

íèÿ.
3Íàçâàíèå ¾ãèïåðáîëîèä¿ ïðîèñõîäèò îò òîãî, ÷òî ñðåäè ñå÷åíèé ýòîé ïîâåðõíîñòè åñòü ãè-

ïåðáîëû. Òàêîâû, â ÷àñòíîñòè, ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = 0 è y = 0. Òåëåâèçèîííàÿ áàøíÿ íà
Øàáîëîâêå â Ìîñêâå áûëà ñêîíñòðóèðîâàíà àêàäåìèêîì èíæåíåðîì Â.Ã. Øóõîâûì â 1920�1922
ãîäàõ â ôîðìå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà. Äðóãîé ïðèìåð � âàçû äëÿ öâåòîâ ÷àñòî äåëàþò â
ôîðìå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.
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Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì
ìåñòîì òî÷åê P ïðîñòðàíñòâà, ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ
äî äâóõ çàäàííûõ òî÷åê A è B ïîñòîÿíåí: |AP − BP | = const. Â ýòîì
ñëó÷àå A è B íàçûâàþòñÿ ôîêóñàìè ãèïåðáîëîèäà.

4. Êîíóñ1 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0.

5. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä2 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

z =
x2

a2
+
y2

b2
.

Äàííàÿ ïîâåðõíîñòü ðàñïîëîæåíà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå z ≥ 0
è êàñàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy â åäèíñòâåííîé òî÷êå (íà÷àëå
êîîðäèíàò). Â ñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè Oxz è
Oyz ïîëó÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïàðàáîëû z = x2

a2 è z = y2

b2 . Ñå÷åíèåì
ïîâåðõíîñòè ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ z = z0 ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ x2

a2 +
y2

b2 = z0.

6. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð3 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Îñü äàííîãî öèëèíäðà ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oz, à â ñå÷åíèè öèëèíäðà ïëîñ-
êîñòüþ z = z0 ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïñ.

7. Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

8. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

y2 = 2px è äð.

Ëåêöèÿ: Ñàââàòååâ À. Àëãåáðà äëÿ âñåõ:
https://www.youtube.com/playlist?list=PLgEpoT7yAl9VXtZa0ZiWdbp0oqOw1AteC

1Ïðèìåð êîíóñà â áûòó � ïåñî÷íûå ÷àñû.
2Ïàðàáîë�îèä ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí êàê íåçàìêíóòàÿ íåöåíòðàëüíàÿ (òî åñòü íå èìåþ-

ùàÿ öåíòðà ñèììåòðèè) ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà.
3Öèëèíäð � ïîâåðõíîñòü, îáðàçóåìàÿ äâèæåíèåì ïðÿìîé (îáðàçóþùåé), ïåðåìåùàþùåéñÿ ïà-

ðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå è ïåðåñåêàþùåé äàííóþ ëèíèþ (íàïðàâëÿþùóþ). Íàïðàâëÿþùåé öèëèí-
äðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ñëóæèò àëãåáðàè÷åñêàÿ ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêè. Â çàâè-
ñèìîñòè îò âèäà íàïðàâëÿþùåé ðàçëè÷àþò ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð, ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð,
ïàðàáîëè÷åñêíé öèëèíäð.
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7 ËÅÊÖÈß: Êðàòíûå è êðèâîëèíåéíûå èíòåãðà-

ëû. Ðÿäû

¾Îí ñòàë ïîýòîì � äëÿ ìàòåìàòèêà ó íåãî íå õâàòàëî ôàíòàçèè¿.

Äàâèä Ãèëüáåðò (1862�1943, íåìåöêèé ìàòåìàòèê-

óíèâåðñàë, âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå ìíîãèõ

îáëàñòåé ìàòåìàòèêè) îá îäíîì èç ñâîèõ ó÷åíèêîâ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

Ðàçäåë: Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

I. Äâîéíîé èíòåãðàë. Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà êàê ïðåäå-
ëà èíòåãðàëüíîé ñóììû, åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, àääèòèâ-
íîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ, èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ è
äð.) è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ñâåäåíèåì åãî ê ïîâòîðíûì èíòåãðà-
ëàì. Äâîéíûå èíòåãðàëû îò ôóíêöèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè.
Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ïîëÿð-
íûì êîîðäèíàòàì. Ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà: âû÷èñëåíèå îáú¼-
ìîâ òåë, ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð, ìàññû ïëîñêèõ ïëàñòèí è èõ êîîð-
äèíàò öåíòðà ìàññ.

II. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë. Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëà îò ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ (1-ãî ðîäà) è åãî ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ñâåäåíèåì ê èíòåãðàëó
Ðèìàíà (äëÿ ÿâíî è ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé). Ïðèëîæåíèÿ
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà: âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè ïëîñêîé êðèâîé,
ìàññû äóãè (ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû) è êîîðäè-
íàò öåíòðà òÿæåñòè. Ñóùåñòâîâàíèå äðóãèõ âèäîâ èíòåãðàëîâ (òðîéíûõ
è m-êðàòíûõ (m > 3), êðèâîëèíåéíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êðèâûì,
ïîâåðõíîñòíûõ è äð.

Ðàçäåë: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Òåîðèÿ ðÿäîâ.

III. Ðÿäû. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà. ×àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà. Ñõî-
äÿùèéñÿ è ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. Çíà-
êîïîñòîÿííûå è çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ñõîäèìîñòè äëÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ. Ïðèçíàê ñðàâíå-
íèÿ. Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìî-
ñòè). Ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä.
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Ëèòåðàòóðà.

[1]. Ðàçä. 5 (Ðÿäû). Ãë. 13 (×èñëîâûå ðÿäû). Ãë. 14 (Ñòåïåííûå ðÿäû).
Ðàçä. 6 (Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). Ãë. 15 (Ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ). ï.15.10 (Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà).

[2]. ×àñòü 2 (Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííîé). Ãë. 13 (Èíòåãðèðîâàíèå). ×àñòü 3 (Ðÿäû, äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ). Ãë. 14 (Ðÿäû)

[3]. Ãë. 16 (Äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû). Ãë. 17 (Ðÿäû).

7.1 Èíòåãðàëû ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

7.1.1 Äâîéíûå èíòåãðàëû

¾Íèãäå, êàê â ìàòåìàòèêå, ÿñíîñòü è òî÷íîñòü âûâîäà íå ïîçâîëÿåò ÷åëîâåêó

îòâåðòåòüñÿ îò îòâåòà ðàçãîâîðàìè âîêðóã âîïðîñà¿.

À.Ä. Àëåêñàíäðîâ (1912�1999) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê,

ôèçèê, ôèëîñîô, àëüïèíèñò.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû çàòðîíåì íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èí-
òåãðèðîâàíèåì ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ
îäíîé ïåðåìåííîé çäåñü íå óäà¼òñÿ ââåñòè ïîíÿòèÿ ïåðâîîáðàçíîé è
íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Â òî æå âðåìÿ îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ââî-
äèòñÿ àíàëîãè÷íî: èíòåãðèðîâàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåäåë èíòå-
ãðàëüíîé ñóììû (¾ñóììèðîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ
âåëè÷èí¿).

Äâîéíûå, òðîéíûå è, âîîáùå, êðàòíûå èíòåãðàëû � ýòî îáîáùåíèå
ïîíÿòèÿ îáû÷íîãî îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
çàäàíà äåêàðòîâà (ïðÿìîóãîëüíàÿ) ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz. Âíà÷àëå
îïðåäåëèì äâóìåðíûé àíàëîã èíòåãðàëüíîé ñóììû. Ðàññìîòðèì îãðà-
íè÷åííóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè Oxy. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îíà èìååò ïëîùàäü (êâàäðèðóåìà).

Â ïðîñòðàíñòâå Oxyz ðàññìîòðèì îáú¼ìíîå òåëî, îãðàíè÷åííîå ñíè-
çó îáëàñòüþ D, ñâåðõó � ïîâåðõíîñòüþ z = f(x, y), ãäå f(x, y) ≥ 0 �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à ñ áîêîâ � âåðòèêàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòüþ, ïðîâåä¼ííîé ïî ãðàíèöå îáëàñòè D. Òåëî óêàçàííîãî âèäà
ïðèíÿòî íàçûâàòü öèëèíäðîèäîì.1

1Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âåðõíåå îñíîâàíèå öèëèíäðîèäà åñòü ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ íèæíå-
ìó îñíîâàíèþ, òî òàêîé öèëèíäðîèä íàçûâàåòñÿ öèëèíäðîì. Íàèáîëåå èçâåñòåí êðóãîâîé öèëèíäð
ñ îñíîâàíèÿìè â ôîðìå êðóãîâ.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè îáú¼ìà òàêîãî öèëèíäðîèäà. Äëÿ
ýòîãî ðàçîáü¼ì åãî îñíîâàíèå D ñåòüþ ïðîèçâîëüíûõ êðèâûõ íà êî-
íå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê (íàïðèìåð, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ
ïîìîùüþ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò Ox è Oy � ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ñåòêà). Ïåðåíóìåðóåì âñå ÿ÷åéêè, â êîòîðûå ïîïàëà õîòÿ áû
÷àñòü îáëàñòè D. Òîãäà ij-àÿ ÿ÷åéêà 4Dij èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà
ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, è äëèíû ýòèõ ñòî-
ðîí ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,4xi è4yj, à ïîýòîìó ïëîùàäü ÿ÷åéêè ðàâíà
4Sij = 4xi ·4yj. Â êàæäîé èç ýòèõ ÿ÷ååê âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì òî÷êó (xi, yj) è âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå f(xi, yj).
Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêèå ñòîëáèêè, èìåþùèå ñâîèìè îñíîâàíèÿìè
ÿ÷åéêè 4Dij è âûñîòó, ðàâíóþ f(xi, yj). Îáú¼ì êàæäîãî èç ýòèõ ñòîë-
áèêîâ ðàâåí 4Vij = f(xi, yj)4xi4yj. À îáú¼ì âñåõ òàêèõ ñòîëáèêîâ â
ñîâîêóïíîñòè ïðèáëèæ¼ííî ðàâåí îáú¼ìó äàííîãî òåëà.

Ñîñòàâèì äâóìåðíóþ èíòåãðàëüíóþ ñóììó âèäà∑
i

∑
j

f(xi, yj)4xi4yj =
∑
i

∑
j

4Vij.

Ïðîâîäÿ äîïîëíèòåëüíûå ëèíèè, óâåëè÷èâàÿ çà ñ÷åò ýòîãî êîëè÷åñòâî
ÿ÷ååê, áóäåì óìåíüøàòü ðàçìåð ÿ÷ååê, ïðè ýòîì ïîëó÷àÿ âñ¼ áîëåå
òî÷íîå ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå äëÿ îáú¼ìà òåëà. Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó,
óñòðåìèâ ê íóëþ ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè ðàçáèåíèÿ 4Dij:

lim
max |4xi|→0
max |4yj |→0

∑
i

∑
j

f(xi, yj)4xi4yj.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí (è íå çàâèñèò íè îò ñïîñîáà
ðàçáèåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ D íà ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè, íè îò
âûáîðà â êàæäîé òàêîé ÿ÷åéêå òî÷êè (xi, yj)), òî åãî íàçûâàþò äâîéíûì
(îïðåäåë¼ííûì) èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y)
ïî îáëàñòè D è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì∫∫

D

f(x, y)dxdy.

Ïðè ýòîì D íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî îáëàñòè D, à dxdy = dS
� ýëåìåíòîì ïëîùàäè (äèôôåðåíöèàëîì ïëîùàäè).
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà â îáëàñòè D, òî
äâîéíîé èíòåãðàë ÷èñëåííî ðàâåí îáú¼ìó ïðÿìîãî öèëèíäðè÷åñêîãî òå-
ëà (öèëèíäðîèäà), ïîñòðîåííîãî íà îáëàñòè D êàê íà îñíîâàíèè è îãðà-
íè÷åííîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = f(x, y).

Åñëè f(x, y) ≡ 1 ïðè âñåõ (x, y) ∈ D, òî èíòåãðàë ÷èñëåííî ðàâåí
ïëîùàäè S îáëàñòè D:

S =

∫∫
D

dxdy.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóøåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî èíòåãðà-
ëà). Åñëè îáëàñòü D îãðàíè÷åíà â ïëîñêîñòè Oxy è çàìêíóòà (ò.å. å¼
ãðàíèöà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè), à ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëà-
ñòè D, òî äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫
D

f(x, y)dxdy ñóùåñòâóåò.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíûõ èíòåãðàëîâ. Òàê êàê äâîéíûå èí-
òåãðàëû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ îïðåäåë¼ííîãî
èíòåãðàëà íà ñëó÷àé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, òî èì ñâîéñòâåííû âñå
îñíîâíûå îñîáåííîñòè ýòèõ èíòåãðàëîâ.

1. Ëèíåéíîå ñâîéñòâî. Åñëè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóå-
ìû â îáëàñòè D, à α è β � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ôóíêöèÿ
αf(x, y) + βg(x, y) òàêæå èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D, ïðè÷¼ì∫∫
D

(αf(x, y) + βg(x, y))dxdy = α

∫∫
D

f(x, y)dxdy + β

∫∫
D

g(x, y)dxdy.

2. Àääèòèâíîñòü. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D
è åñëè îáëàñòü D ðàçáèâàåòñÿ íåêîòîðîé êðèâîé Γ íà äâå íå èìåþùèå
îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè D1 è D2, òî ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðè-
ðóåìà â êàæäîé èç îáëàñòåé D1 è D2, ïðè÷¼ì∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D1

f(x, y)dxdy +

∫∫
D2

f(x, y)dxdy.

3. Èíòåãðèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè êàæäàÿ èç ôóíêöèé f(x, y)
è g(x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D, òî è ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé
èíòåãðèðóåìî â äàííîé îáëàñòè.

4. Èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ. Åñëè îáå ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y)
èíòåãðèðóåìû â îáëàñòè D è âñþäó â ýòîé îáëàñòè f(x, y) ≤ g(x, y), òî
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äëÿ èíòåãðàëîâ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî:∫∫
D

f(x, y)dxdy ≤
∫∫
D

g(x, y)dxdy.

5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D, òî è ôóíêöèÿ
|f(x, y)| èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D, ïðè÷¼ì∣∣∣∣∣∣

∫∫
D

f(x, y)dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
D

|f(x, y)|dxdy.

Âû÷èñëåíèå äâîéíûõ èíòåãðàëîâ ñâåäåíèåì ê ïîâòîðíûì
èíòåãðàëàì. Íà ïðàêòèêå çíà÷åíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ âû÷èñëÿþò
ïðè ïîìîùè ñâåäåíèÿ ê òàê íàçûâàåìûì ïîâòîðíûì èíòåãðàëàì. Åñ-
ëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D, òî ðàññìîòðåííûå íèæå
ïîâòîðíûå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò (êàê è äâîéíîé èíòåãðàë). Â îáùåì
ñëó÷àå êðàòíûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü, â òî âðåìÿ êàê ïîâòîðíûå èíòåãðàëû îò ýòîé ôóíêöèè
íå ñóùåñòâóþò. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàêæå, ÷òî ïîâòîðíûå èíòåãðàëû îò
ôóíêöèè ñóùåñòâóþò, à êðàòíûé èíòåãðàë îò ýòîé æå ôóíêöèè íå ñóùå-
ñòâóåò. Íî åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè D, òî
ïîâòîðíûå èíòåãðàëû îò ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò, ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé è êàæäûé èç íèõ ðàâåí êðàòíîìó èíòåãðàëó îò f(x, y) ïî îáëàñòè
D.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñëó÷àè, êîãäà äâîéíîé èíòåãðàë ìîæåò áûòü
ñâåä¼í ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó.

1. Ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü. Ïóñòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D
èìååò ïðÿìîóãîëüíûé âèä (èçîáðàçèòå íà ðèñóíêå):

D = {(x, y)
∣∣ a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

Òîãäà äâîéíîé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y)dx,

(äâóìåðíûå àíàëîãè ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà), ãäå äâà ïîñëåäíèõ
èíòåãðàëà íàçûâàþòñÿ ïîâòîðíûìè, ïîñêîëüêó â êàæäîì èç íèõ âíà-
÷àëå âû÷èñëÿåòñÿ ¾âíóòðåííèé¿ èíòåãðàë, à óæå çàòåì � ¾âíåøíèé¿
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èíòåãðàë. Òàê, ïðè âû÷èñëåíèè ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà
b∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy

ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ èíòåãðàë ϕ(x) =
d∫
c

f(x, y)dy (ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ

x ôèêñèðóåòñÿ), è ëèøü çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë
b∫
a

ϕ(x)dx.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäî-
âàòåëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ñíà÷àëà ïî îäíîé, à çàòåì ïî äðóãîé ïåðå-
ìåííîé. Â äàííîì ñëó÷àå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåìîãî èíòåãðàëà íå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫
D

xydxdy, ãäå D = {(x, y)
∣∣ 1 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 2}.

Ðåøåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé ñâîäèì äâîéíîé èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó:∫∫
D

xydxdy =

2∫
1

dy

2∫
1

xydx.

Âû÷èñëÿåì âíóòðåííèé èíòåãðàë, ñ÷èòàÿ y ïîñòîÿííûì:

2∫
1

xydx = y

2∫
1

xdx = y · x
2

2

∣∣∣2
1

= y

(
2− 1

2

)
=

3y

2
.

Âû÷èñëÿåì âíåøíèé èíòåãðàë, äëÿ ÷åãî ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ èíòåãðèðóåì ïî y â ïðåäå-
ëàõ îò 1 äî 2:

I =

2∫
1

(
3y

2

)
dy =

3

2
· y

2

2

∣∣∣2
1

=
9

4
.

2. Ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè, ñòàíäàðòíîé îòíîñèòåëü-
íî îñè Oy. Ïóñòü òåïåðü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D îãðàíè÷åíà ñíèçó
è ñâåðõó, ñîîòâåòñòâåííî, äâóìÿ íåïðåðûâíûìè êðèâûìè y = y1(x) è
y = y2(x), à ñ áîêîâ � âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè x = a è x = b (èçîáðà-
çèòå íà ðèñóíêå):1

D = {(x, y)
∣∣ a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}.

Òîãäà äâîéíîé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy.

1Áóäåì ãîâîðèòü â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî îáëàñòü D çàäàíà ñòàíäàðòíî îòíîñèòåëüíî îñè Oy.
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3. Ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè, ñòàíäàðòíîé îòíîñèòåëü-
íî îñè Ox. Ïóñòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D îãðàíè÷åíà ñëåâà è
ñïðàâà, ñîîòâåòñòâåííî, äâóìÿ íåïðåðûâíûìè êðèâûìè x = x1(y) è
x = x2(y), à ñíèçó è ñâåðõó � ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè y = c è y = d
(èçîáðàçèòå íà ðèñóíêå):1

D = {(x, y)
∣∣ c ≤ y ≤ d, x1(y) ≤ x ≤ x2(y)}.

Òîãäà äâîéíîé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx.

Ïðèìåð 2. C ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè (ñâîäÿ ê
ðàçíûì ïîâòîðíûì èíòåãðàëàì) ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè x = 1,
y = x2, y = 0.

Ðåøåíèå. Íàðèñóåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
1-é ñïîñîá. Îïèøåì ýòó îáëàñòü êàê ñòàíäàðòíî çàäàííóþ îòíîñèòåëüíî îñè Oy:

S =

∫∫
D

dxdy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

dy.

Íàéä¼ì âíà÷àëå âíåøíèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ a è b: òàê êàê 0 ≤ x ≤ 1, òî a = 0,
b = 1. ×òîáû íàéòè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå, ïðè êàæäîì x ∈
[a, b] íà÷èíàåì ìûñëåííî äâèãàòüñÿ ñíèçó ââåðõ. Ïðè ýòîì ðóêîâîäñòâóåìñÿ ñëåäóþùèì
ïðàâèëîì: ïîïàäàåì â îáëàñòü D, ïåðåñåêàÿ íèæíþþ ãðàíèöó èíòåãðèðîâàíèÿ y = y1(x),
à âûõîäèì èç îáëàñòè, ïåðåñåêàÿ âåðõíþþ ãðàíèöó èíòåãðèðîâàíèÿ y = y2(x).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó

S =

1∫
0

dx

x2∫
0

dy =

1∫
0

(
y
∣∣∣x2
0

)
dx =

1∫
0

x2dx =
x3

3

∣∣∣1
0

=
1

3
.

2-é ñïîñîá. Îïèøåì ýòó îáëàñòü êàê çàäàííóþ ñòàíäàðòíî îòíîñèòåëüíî îñè Ox:

S =

∫∫
D

dxdy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

dx.

Òàê êàê ôèãóðà ëåæèò â ïðåäåëàõ 0 ≤ y ≤ 1, òî c = 0, d = 1. Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x, ïðåäñòàâèì ìûñëåííî, ÷òî ìû äâèæåìñÿ ñëåâà íàïðàâî, ïåðåñåêàÿ
ôèãóðó. Ðóêîâîäñòâóåìñÿ ïðàâèëîì: ìû âõîäèì â ôèãóðó, ïåðåñåêàÿ ëåâóþ ãðàíèöó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ x = x1(y), à âûõîäèì èç ôèãóðû, ïåðåñåêàÿ ïðàâóþ ãðàíèöó èíòåãðèðîâàíèÿ

1Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáëàñòü D çàäàíà ñòàíäàðòíî îòíîñèòåëüíî îñè Ox.
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x = x2(y). Çäåñü ëåâàÿ ãðàíèöà � ýòî x ≡ 0, à ïðàâàÿ ãðàíèöà îáðàçîâàíà êðèâîé y = x2.
Îòñþäà è íàéä¼ì x = x2(y), âûðàæàÿ x ÷åðåç y: x =

√
y.

Ïîýòîìó âòîðîé èç ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ èìååò âèä.

S =

∫∫
D

dxdy =

1∫
0

dy

1∫
√
y

dx =

1∫
0

(
x
∣∣∣1√
y

)
dy =

1∫
0

(1−√y)dy = (y − 2

3
y

3
2 )
∣∣∣1
0

=
1

3
.

Ïðèìåð 3. Â äâîéíîì èíòåãðàëå
∫∫
D

f(x, y)dxdy ðàññòàâèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ

â òîì è äðóãîì ïîðÿäêå, ãäå D � òðàïåöèÿ ñ âåðøèíàìè O(0, 0), A(0, 1), B(1, 2), C(1, 0).

Ðåøåíèå. Èçîáðàçèì òðàïåöèþ OABC (îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ) íà ïëîñêîñòè. Òîãäà
äâîéíîé èíòåãðàë ïî ýòîé òðàïåöèè ìîæåò áûòü ñâåä¼í ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ äâóõ
ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

1∫
0

dx

1+x∫
0

f(x, y)dy;

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

1∫
0

dy

1∫
0

f(x, y)dx+

2∫
1

dy

1∫
y−1

f(x, y)dx

(âî âòîðîì ñëó÷àå èç-çà ðàçíûõ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîíàäîáèëîñü ðàçáèòü îáëàñòü

èíòåãðèðîâàíèÿ íà äâå ÷àñòè).

Äâîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè. Åñëè îáëàñòü D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê

D = {(x, y)
∣∣ a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

è ó ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå: f(x, y) =
X(x) · Y (y), ãäå ôóíêöèÿ X(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], à ôóíêöèÿ Y (y)
íåïðåðûâíà íà [c, d], òî

∫∫
D

X(x)Y (y)dxdy =

b∫
a

X(x)dx ·
d∫
c

Y (y)dy,

ò.å. äâîéíîé èíòåãðàë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ îäíîêðàòíûõ èíòåãðà-
ëîâ.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫
D

xydxdy, ãäå D = {(x, y)
∣∣ 1 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 2}.
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Ðåøåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå è ñâîäèì äâîéíîé èíòå-
ãðàë ê ïðîèçâåäåíèþ äâóõ îäíîêðàòíûõ:∫∫

D

xydxdy =

2∫
1

xdx ·
2∫

1

ydy =
3

2
· 3

2
=

9

4
.

Â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíîãî âèäà îáëàñòè D îíà ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷-
íîå ÷èñëî ÷àñòåé ðàññìîòðåííîãî âûøå òèïà.

Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè � íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðè-
ðóåìîñòè. Â îïðåäåëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x, y) îãðàíè÷åíà. Êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ýòî
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ
f(x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D, òî îíà îãðàíè÷åíà â ýòîé îáëàñòè.

Îäíàêî óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè, êàê è â ñëó÷àå ñ îáû÷íûì îïðåäå-
ë¼ííûì èíòåãðàëîì, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ò.å. ñóùåñòâóþò îãðàíè-
÷åííûå, íî íå èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè.

Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ (äâóìåðíûé àíàëîã ôóíêöèè Äèðèõë�å)

f(x, y) =

{
1, åñëè x è y � ðàöèîíàëüíû,

0, åñëè x è y � èððàöèîíàëüíû

(â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà.) Ôóíêöèÿ íå èíòåãðèðóåìà â ëþáîé çàìêíó-

òîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, òàê êàê åñëè â îïðåäåëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà â êà÷åñòâå

ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàçáèåíèÿ âûáèðàòü òî÷êè (xi, yj) ñ ðàöèîíàëü-

íûìè êîîðäèíàòàìè, òî ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì áóäåò îäèí, à åñëè áðàòü òî÷êè (xi, yj)

ñ èððàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, òî ïðåäåë áóäåò óæå äðóãîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë

èíòåãðàëüíîé ñóììû çàâèñèò îò âûáîðà ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê, à çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìû õîòèì ïåðåéòè â äâîéíîì èíòåãðàëå∫∫

D

f(x, y)dxdy

îò ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ x è y ê äðóãèì ïåðåìåííûì èíòåãðèðî-
âàíèÿ u è v, ïðè÷¼ì ¾ñòàðûå¿ è ¾íîâûå¿ ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ðàâåí-
ñòâàìè (ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ x è y â ïåðåìåííûå u è
v):

u = u(x, y), v = v(x, y). (1)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäîé òî÷êå (x, y) ∈ D ïî ýòèì ôîðìóëàì ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííàÿ òî÷êà (u, v) (âñå ýòè òî÷êè (u, v)
îáðàçóþò íåêîòîðóþ îáëàñòü G â ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäè-
íàò (u, v)), è íàîáîðîò, êàæäîé òî÷êå (u, v) ∈ G îòâå÷àåò òà æå ïàðà
(x, y) ∈ D; ò.å. ôîðìóëû (1) îñóùåñòâëÿþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå îáëàñòè D (íà ïëîñêîñòè (x, y)) â îáëàñòü G (íà ïëîñêîñòè
(u, v)). Òîãäà x è y ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü èç (1):

x = x(u, v), y = y(u, v) (2)

(ôîðìóëû îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ u è v â ïåðåìåííûå x
è y).

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ
f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D, ôóíêöèè (2) èìåþò â îãðàíè÷åííîé
çàìêíóòîé îáëàñòè G íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà è îïðåäåëèòåëü1

J =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣∂x∂u ∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ (3)

îòëè÷åí â G îò íóëÿ, òî äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
çàìåíû ïåðåìåííûõ:∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫
G

f(x(u, v), y(u, v))|J |dudv.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ èíòåãðàëà
ê âèäó, áîëåå óäîáíîìó äëÿ ïîñëåäóþùåãî âû÷èñëåíèÿ.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫
D

(2x− y)dxdy,

ãäåD � ïàðàëëåëîãðàìì, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè x+y = 1, x+y = 2, 2x−y = 1, 2x−y = 3.

Ðåøåíèå. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ýòîãî èíòåãðàëà, åñëè íå äåëàòü çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ, äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå, òàê êàê äëÿ ñâåäåíèÿ åãî ê ëþáîìó èç ïîâòîðíûõ èí-
òåãðàëîâ (ñíà÷àëà ïî y, à çàòåì ïî x, èëè íàîáîðîò) íåîáõîäèìî ðàçáèòü îáëàñòü èíòå-
ãðèðîâàíèÿ D íà òðè ïîäîáëàñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëèòü òðè èíòåãðàëà (ñäåëàéòå
ðèñóíîê, ÷òîáû óâèäåòü ýòî). Îäíàêî ïðîñòàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

u = x+ y, v = 2x− 1 (1)

1Îïðåäåëèòåëü (3) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì îïðåäåëèòåëåì, èëè ÿêîáè�àíîì ïåðåõîäà (ïî
èìåíè íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà ßêîáè).
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ñäåëàåò ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñòîÿííûìè, à çíà÷èò, çàäà÷à ñóùåñòâåííî óïðîñòèòñÿ.
Íàêëîííûå ïðÿìûå x+y = 1, x+y = 2 (â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy) ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå u =
1, u = 2 (â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′uv), à íàêëîííûå ïðÿìûå 2x−y = 1, 2x−y = 3 ïåðåõîäÿò
â ïðÿìûå v = 1, v = 3. Â ðåçóëüòàòå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ èç ïàðàëëåëîãðàììà D (â
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy) ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèê G ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè
íîâûì îñÿì êîîðäèíàò (â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′uv). È ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà âìåñòî
òð¼õ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ ïîëó÷èì âñåãî îäèí.

Äëÿ ðåàëèçàöèè çàìåíû ïåðåìåííûõ íàäî âû÷èñëèòü ìîäóëü ÿêîáèàíà. Âû÷èñëèì ÿêî-
áèàí: ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä u = u(x, y), v = v(x, y). Ïðèâåä¼ì èõ ê âèäó
x = x(u, v), y = y(u, v). Â äàííîì ñëó÷àå ýòî íåñëîæíî ñäåëàòü: x = 1

3(u+v), y = 1
3(2u−v).

Òîãäà ÿêîáèàí íàõîäèì ïî ôîðìóëå

J =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣∂x∂u ∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣13 1
3

2
3 −1

3

∣∣∣∣ = −1

3
⇒ |J | = 1

3
.

Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

I =

∫∫
D

(2x− y)dxdy =

∫∫
G

|J |vdudv =
1

3

2∫
1

du ·
3∫

1

vdv =
1

3
· v

2

2

∣∣∣3
1

=
4

3
.

Ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ è (èëè) óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñîäåðæàò
âûðàæåíèå x2 + y2, òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòå-
ãðàëà óïðîùàåòñÿ, åñëè ïåðåéòè èç ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
â ïîëÿðíóþ ïî ôîðìóëàì

x = r cosϕ, y = r sinϕ,

òàê êàê âûðàæåíèå x2 + y2 ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä r2.
Âû÷èñëèì ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

J =
D(x, y)

D(r, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∂x∂r ∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r ⇒ |J | = r.

Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë∫∫
D

ex
2+y2dxdy,

ãäå D � ÷åòâåðòü êðóãà x2 + y2 = 1, ðàñïîëîæåííàÿ â I êâàäðàíòå.

Ðåøåíèå. Ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì: ÿêîáèàí J = r, îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
G â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π

2 , ò.å. G
ïðèíèìàåò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîýòîìó∫∫

D

ex
2+y2dxdy =

∫∫
G

er
2
rdrdϕ =

∫ π
2

0
dϕ

∫ 1

0
rer

2
dr.
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Òàê êàê îáëàñòü ïðÿìîóãîëüíà, à ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, òî äàííûé ïîâòîðíûé èíòå-
ãðàë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ:∫ π

2

0
dϕ · 1

2

∫ 1

0
er

2
d(r2) =

π

4
· er2

∣∣∣1
0

=
π

4
(e− 1).

Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ.

1. Âû÷èñëåíèå îáú¼ìîâ òåë. Îáú¼ì V êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà,
îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = f(x, y) ≥ 0, ñíèçó ïëîñêîñòüþ
z = 0, ñ áîêîâûõ ñòîðîí � öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, ó êîòîðîé
îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû îñè Oz, à íàïðàâëÿþùåé ñëóæèò ãðàíèöà
îáëàñòè D, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V =

∫∫
D

f(x, y)dxdy.

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà (ïèðàìèäû), îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x = 0,
y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.

Ðåøåíèå. Èçîáðàçèì ïðîñòðàíñòâåííóþ ôèãóðó â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz. Ïëîñêîñòü
x+y+z = 1 ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå îñè â òî÷êàõ (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), ò.å. ïëîñêîñòè
z = 0 è x + y + z = 1 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé x + y = 1. Ïîýòîìó ïðîåêöèåé òåëà íà
ïëîñêîñòü Oxy áóäåò òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü D = {(x, y)

∣∣ 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x}, à îáú¼ì
ðàâåí

V =

∫∫
D

(1− x− y)dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
(1− x− y)dy =

∫ 1

0

(
(1− x)y − y2

2

) ∣∣∣1−x
0

dx =

=
1

2

∫ 1

0
(1− x)2dx =

1

2

∫ 1

0
(1− 2x+ x2)dx =

1

2

(
x− x2 +

x3

3

) ∣∣∣1
0

=
1

6
.

2. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð. Ïëîùàäü S îáëàñòè D âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =

∫∫
D

dxdy.

Ïðèìåð 8. Íàéòè ïëîùàäü îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y2 = x+ 1, x+ y = 1.

Ðåøåíèå. Èçîáðàçèì îáëàñòü íà ïëîñêîñòè: ñëåâà îíà îãðàíè÷åíà ïàðàáîëîé y2 = x+1,
à ñïðàâà � ïðÿìîé y = −x+1. Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ ïðÿìîé:M1(3,−2),
M2(0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ïëîùàäü

S =

∫∫
D

dxdy =

∫ 1

−2
dy

∫ 1−y

y2−1
dx =

∫ 1

−2
(2− y − y2)dy =

9

2
.
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3. Âû÷èñëåíèå ìàññû ïëîñêèõ ïëàñòèí. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè
Oxy ìàòåðèàëüíóþ ïëîñêóþ ïëàñòèíó â âèäå îáëàñòè D, ïî êîòîðîé
ðàñïðåäåëåíà ìàññàM ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ìàññû ρ(x, y). Òîãäà ìàññà ïëàñòèíû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M =

∫∫
D

ρ(x, y)dxdy.

4. Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ ïëîñêîé ïëàñòèíû. Â óñëî-
âèÿõ ïðåäûäóùåé ôîðìóëû êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ïëàñòèíû âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

xc =

∫∫
D

xρ(x, y)dxdy

M
, yc =

∫∫
D

yρ(x, y)dxdy

M
,

ãäå M =
∫∫
D

ρ(x, y)dxdy � ìàññà ïëàñòèíû.

Åñëè ïëàñòèíà îäíîðîäíàÿ (ò.å. ρ ≡ const), òî ôîðìóëû ïðèíèìàþò
âèä

xc =

∫∫
D

xdxdy∫∫
D

dxdy
, yc =

∫∫
D

ydxdy∫∫
D

dxdy
.

7.1.2 Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû íà ïëîñêîñòè

Ìû ïîçíàêîìèëèñü óæå ñ íåñêîëüêèìè âèäàìè èíòåãðàëîâ: íåîïðåäå-
ë¼ííûì è îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëàìè (îò ôóíêöèé 1-é ïåðåìåííîé),
äâîéíûìè èíòåãðàëàìè (îò ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ). Ðàññìîòðèì
åù¼ îäíî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà (òàì â êà÷åñòâå
îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âûñòóïàë îòðåçîê [a, b] îñè Ox) íà ñëó÷àé, êî-
ãäà îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äóãà íåêîòîðîé êðèâîé. Òàêèå
èíòåãðàëû íàçâàëè êðèâîëèíåéíûìè. Îíè òàêæå èìåþò øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå â ìàòåìàòèêå.

Ðàçëè÷àþò äâà òèïà êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ. Ðàññìîòðèì ïîíÿ-
òèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà íà ïðèìåðå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
1-ãî ðîäà.

Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà. Ïóñòü íà ïëîñ-
êîñòè Oxy äàíà íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ èëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ1 êðèâàÿ AB.

1Êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β], íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè
x(t) è y(t) íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå x′(t), y′(t), íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü îä-
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà
êðèâîé AB.

Ðàçîáü¼ì êðèâóþ AB ïðîèçâîëüíî íà n ÷àñòåé ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñ-
ïîëîæåííûìè òî÷êàìè A = M0, M1, ...,Mn = B è âûáåðåì íà êàæäîé
èç îáðàçîâàâøèõñÿ ÷àñòè÷íûõ äóãMi−1Mi, i = 1, n, ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó Ni. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó âèäà

n∑
i=1

f(Ni)4li, (1)

ãäå 4li � äëèíà äóãè Mi−1Mi. Íàçîâ¼ì ýòó ñóììó èíòåãðàëüíîé ñóì-
ìîé äëÿ ôóíêöèè z = f(x, y) ïî êðèâîé AB. Ïóñòü λ = max

1≤i≤n
4li �

íàèáîëüøàÿ èç äëèí ÷àñòè÷íûõ äóã.
Åñëè èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (1) ïðè λ → 0 èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë,

òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì 1-ãî ðîäà îò
ôóíêöèè z = f(x, y) ïî êðèâîé AB è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì∫

AB

f(x, y)dl.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé âäîëü êðè-
âîé AB, ñàìà êðèâàÿ AB � êîíòóðîì èíòåãðèðîâàíèÿ, A � íà÷àëüíîé,
à B � êîíå÷íîé òî÷êàìè èíòåãðèðîâàíèÿ, dl � äèôôåðåíöèàë äóãè.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êàõ êðèâîé
AB, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò.

Ñâîéñòâî êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà: ýòîò èíòåãðàë íå çà-
âèñèò îò âûáîðà íàïðàâëåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íà êðèâîé AB, ò.å.∫

AB

f(x, y)dl =

∫
BA

f(x, y)dl.

Â îñòàëüíîì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà îáëàäàåò òåìè æå ñâîé-
ñòâàìè, ÷òî è îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë.

Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ. Âû÷èñëÿåòñÿ ýòîò
âèä èíòåãðàëîâ ñâåäåíèåì ê îáû÷íûì îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëàì Ðè-
ìàíà. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.

íîâðåìåííî (ò.å. êðèâàÿ â êàæäîé òî÷êå èìååò êàñàòåëüíóþ). Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, ñîñòàâëåííàÿ
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êóñêîâ, íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé.

193



1. Åñëè ïëîñêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ AB çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì y =
y(x), ãäå x ∈ [a, b], òî∫

AB

f(x, y)dl =

∫ b

a

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x))2dx.

2. Åñëè ïëîñêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ AB çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâ-
íåíèÿìè x = x(t), y = y(t) (t ∈ [t0, t1]), ãäå x(t), y(t) � íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè, à x′(t), y′(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òî ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî∫

AB

f(x, y)dl =

∫ t1

t0

f(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Íåêîòîðûå èç ïðèëîæåíèé êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ.

1. Äëèíà L äóãè AB ïëîñêîé êðèâîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

L =

∫
AB

dl.

2. Åñëè ρ(x, y) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû äëÿ ïëîñ-
êîé êðèâîé AB, òî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìàññû M êðèâîé AB ðàâíî
èíòåãðàëó

M =

∫
AB

ρ(x, y)dl.

3. Êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ (öåíòðà òÿæåñòè) äóãè AB íàõîäÿòñÿ
ïî ôîðìóëàì

xc =
1

M

∫
AB

xρ(x, y)dl, yc =
1

M

∫
AB

yρ(x, y)dl,

ãäå M � ìàññà äóãè AB.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà∫
C

(x− y)dl,

ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè A(0, 0) äî òî÷êè B(4, 3).
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Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå îòðåçêà ïðÿìîé AB èìååò âèä y =
3

4
x, ãäå 0 ≤ x ≤ 4 (êðèâàÿ AB

çàäàíà ÿâíî). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé:∫
AB

f(x, y)dl =

∫ b

a
f(x, y(x))

√
1 + (y′(x))2dx.

∫
C

(x− y)dl =

∫ 4

0

(
x− 3

4
x

)√
1 +

(
3

4

)2

dx =
5

16

∫ 4

0
xdx =

5

2
.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà∫
AB

y2dl,

ãäå AB � ÷àñòü îêðóæíîñòè x = a cos t, y = a sin t, t ∈ [0, π2 ] (a > 0).

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ (äóãà AB îêðóæíîñòè) çàäàíà
ïàðàìåòðè÷åñêè, íàéä¼ì äèôôåðåíöèàë äóãè:

dl =
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt =
√

(−a sin t)2 + (a cos t)2dt = adt.

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé∫
AB

f(x, y)dl =

∫ t1

t0

f(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Èìååì:∫
AB

y2dl = a

∫ π
2

0
(a sin t)2dt =

a3

2

∫ π
2

0
(1− cos 2t)dt =

a3

2

(
t− sin 2t

2

) ∣∣∣π2
0

=
πa3

4
.

Âûøå ìû îïðåäåëèëè ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà îò ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ. Èõ àíàëîãîì äëÿ ôóíêöèé òð¼õ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ òàê
íàçûâàåìûå òðîéíûå èíòåãðàëû âèäà∫∫∫

D

f(x, y, z)dxdydz.

Èñïîëüçóÿ òðîéíîé èíòåãðàë, óäîáíî âû÷èñëÿòü îáú¼ìû òð¼õìåðíûõ
òåë, òàê êàê îáú¼ì ðàâåí òðîéíîìó èíòåãðàëó ïî îáëàñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðîé è âûñòóïàåò äàííîå òð¼õìåðíîå òåëî. Äëÿ
ôóíêöèé m ïåðåìåííûõ (m > 3) èìåþòñÿ m-êðàòíûå èíòåãðàëû.

Ñóùåñòâóþò òàêæå êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû îò ôóíêöèé òð¼õ ïå-
ðåìåííûõ 1-ãî è 2-ãî ðîäà, ãäå â êà÷åñòâå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âû-
ñòóïàåò äóãà ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé. Òàêæå èìåþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå
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èíòåãðàëû, ãäå îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ó÷àñòîê ïîâåðõíî-
ñòè â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ òð¼õ
ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, ïî ñôåðå, ýëëèïñîèäó, êóáó è ïðî÷èì ïîâåðõ-
íîñòÿì).

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå âèäû èíòåãðàëîâ, îáîáùàþùèõ èíòåãðàë Ðè-
ìàíà, íàïðèìåð, èíòåãðàëû Ëåáåãà, â êîòîðûõ âìåñòî ðàçáèåíèÿ îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà ÷àñòè è ñîñòàâëåíèÿ
ïîòîì èíòåãðàëüíîé ñóììû èç çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ýòèõ ÷àñòÿõ, íà
èíòåðâàëû ðàçáèâàþò å¼ îáëàñòü çíà÷åíèé. Íî ýòè âèäû èíòåãðàëîâ
èçó÷àþò ñïåöèàëèñòû-ìàòåìàòèêè.

7.2 Ðÿäû

¾Çíà÷åíèå ìàòåìàòèêè ñåé÷àñ íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò. Â ìàòåìàòèêå

ðîæäàþòñÿ íîâûå èäåè è ìåòîäû. Âñ¼ ýòî ðàñøèðÿåò ñôåðó å¼ ïðèëîæåíèÿ.

Ñåé÷àñ óæå íåëüçÿ íàçâàòü òàêîé îáëàñòè äåÿòåëüíîñòè ëþäåé, ãäå ìàòåìàòèêà

íå èãðàëà áû ñóùåñòâåííîé ðîëè. Îíà ñòàëà íåçàìåíèìûì îðóäèåì âî âñåõ íàóêàõî

ïðèðîäå, â òåõíèêå, â îáùåñòâîâåäåíèè. Äàæå þðèñòû è èñòîðèêè áåðóò íà ñâî¼

âîîðóæåíèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû¿.

À.Ä. Àëåêñàíäðîâ.

7.2.1 ×èñëîâûå ðÿäû

×èñëîâûå è ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðèáëè-
æ¼ííûõ âû÷èñëåíèÿõ. Íàèáîëåå âàæíûìè èç ýòèõ ïðèìåíåíèé ÿâëÿ-
þòñÿ: âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ è ïðèáëèæ¼í-
íîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. Ñóùåñòâóþò òàêæå ðÿäû â êîìïë�åêñíîé
îáëàñòè. Âåùåñòâåííûå ÷èñëîâûå ðÿäû èçó÷àþòñÿ â âåùåñòâåííîì ìà-
òåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, êîìïë�åêñíûå ÷èñëîâûå ðÿäû, ñîîòâåòñòâåííî, �
â êîìïë�åêñíîì àíàëèçå.

Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà. ×àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà. Ïóñòü äà-
íà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, ..., an, ..., ãäå ai ∈ R. ×èñëîâûì
ðÿäîì íàçîâ¼ì áåñêîíå÷íóþ ñóììó âèäà

a1 + a2 + ...+ an + ... =
+∞∑
i=1

ai. (1)

Çäåñü ai íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà, ÷ëåí an ñ ïðîèçâîëüíûì íîìåðîì
n � îáùèì ÷ëåíîì ðÿäà. Êîíå÷íàÿ ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ðÿäà

Sn = a1 + a2 + ...+ an
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íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà.
Ðÿä ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé îáùåãî ÷ëåíà, íàïðèìåð, ðÿä ñ îáùèì

÷ëåíîì an =
(−1)n

n2
(n ∈ N) èìååò âèä

−1 +
1

22
− 1

32
+

1

42
− 1

52
+ ...

Íåñêîëüêî ñëîæíåå ìîæåò îêàçàòüñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè ôîðìóëó îáùåãî ÷ëå-
íà ðÿäà, åñëè èçâåñòíû íåñêîëüêî åãî ïåðâûõ ÷ëåíîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà çàäà÷à èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, íî îáû÷íî äîñòàòî÷íî íàéòè êàêîå-íèáóäü îäíî (æåëàòåëüíî
ïðîñòîå) ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè îáùèé ÷ëåí ðÿäà

2

5
+

4

9
+

6

13
+ ...

Ïîäóìàâ, ìîæíî ïðåäëîæèòü îòâåò: an =
2n

4n+ 1
.

Ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà. Âàæíåéøèé âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ
÷èñëîâûõ ðÿäîâ � ýòî ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ââåä¼ì ïîíÿòèå
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì ðÿäà: S1, S2, ..., Sn, ....

Íàçîâ¼ì ðÿä (1) ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó (êîíå÷íîìó) ÷èñëó S, íàçûâàåìîìó
ñóììîé ðÿäà:1

S = lim
n→+∞

Sn.

Ñèìâîëè÷åñêè ïèøóò: S =
+∞∑
i=1

ai.

Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn} ðàñõîäèòñÿ (ò.å.
å¼ ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè èëè íå ñóùåñòâóåò), òî ðÿä íàçûâàåòñÿ
ðàñõîä�ÿùèìñÿ.

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ÷òî ðÿä
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì ñóììó n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà (åãî ÷àñòè÷íóþ ñóììó):

Sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ ...+

1

(n− 1)n
+

1

n(n+ 1)
.

1Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ÷èñëó (ïðåäåëó) S, åñëè
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéä¼òñÿ òàêîé îòâå÷àþùèé åìó íîìåð n0(ε), ÷òî äëÿ âñåõ
íîìåðîâ n ≥ n0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Sn − S| < ε, ò.å. âñå ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà n0,
îêàçûâàþòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè ÷èñëà S.
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Ïðåäñòàâèì êàæäóþ äðîáü êàê ðàçíîñòü äâóõ äðîáåé
1

k(k + 1)
=

(k + 1)− k
k(k + 1)

=
1

k
− 1

k + 1
:

Sn =

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ ...+

(
1

n− 1
− 1

n

)
+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

Ðàñêðûâ ñêîáêè è ñîêðàòèâ âñå ïðîìåæóòî÷íûå äðîáè, ïîëó÷èì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îñòà-
íóòñÿ ëèøü ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå:

Sn = 1− 1

n+ 1
.

Âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû óïðîñòèëîñü, è òåïåðü íàõîäèì ñóììó ðÿäà, ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

S = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

Ïîñêîëüêó ñóììà ðÿäà îêàçàëàñü ðàâíà êîíå÷íîìó ÷èñëó (åäèíèöå), òî ðÿä, ïî îïðåäåëå-

íèþ, ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2. Âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä
+∞∑
n=1

(−1)n ?

Ðåøåíèå. Âûïèøåì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà: Sn = −1 + 1− 1 + 1− ...− 1 + 1︸ ︷︷ ︸
n

. Ïî îïðå-

äåëåíèþ ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ýòà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è ðàñõîäèòñÿ â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ÷¼òíûõ n èìååì S2k = 0 → 0 ïðè k → +∞, à ïðè

íå÷¼òíûõ S2k+1 = −1→ −1. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ñîäåðæèò äâå ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðåäåëàì. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Sn, à çíà÷èò

è ðÿä, ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
+∞∑
n=1

qn−1 â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà q.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ
1, q, q2, q3, ... ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè, ðàâíûì q. Èç øêîëüíîãî
êóðñà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè
(ò.å. n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà) ïðè q 6= 1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Sn = b1
1− qn

1− q
=

1− qn

1− q
.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1) Åñëè |q| < 1 (ò.å. −1 < q < 1, òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè íàçûâàþò áåñêîíå÷íî
óáûâàþùèìè), òî, î÷åâèäíî, qn → 0 è ïîýòîìó

S = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

1− qn

1− q
=

1

1− q
,

ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà
1

1− q
.
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2) Åñëè |q| > 1 (ò.å. q < −1 èëè q > 1), òî qn →∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, S = lim
n→+∞

Sn =∞,
÷òî çíà÷èò, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

3) Åñëè q = 1, òî ðÿä ïðèíèìàåò âèä 1 + 1 + 1 + 1 + ... = +∞. Ïîñêîëüêó ñóììà ðÿäà
áåñêîíå÷íà, òî ðÿä ïî îïðåäåëåíèþ ðàñõîäèòñÿ.

4) Åñëè q = −1, òî ðÿä ïðèíèìàåò âèä 1−1+1−1+.... Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå, ñóììà òàêîãî ðÿäà íå ñóùåñòâóåò, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Îòâåò: ïðè |q| < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè |q| ≥ 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Ðÿä âèäà
+∞∑
n=1

1
np , ãäå p ∈ R, íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì ãàðìîíè÷åñêèì

ðÿäîì. Îí ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íàçîâ¼ì ðÿä, ïîëó÷åííûé èç äàííîãî îòáðàñûâàíèåì åãî ïåðâûõ n

÷ëåíîâ, n-ûì îñòàòêîì ðÿäà è îáîçíà÷èì rn =
+∞∑
i=n+1

ai. Òîãäà ñóììó

ðÿäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå S = Sn + rn.

Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

1. Óìíîæåíèå ðÿäà íà ÷èñëî. Åñëè ðÿä
+∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ ê ñóììå S,

òî ðÿä
+∞∑
i=1

λai, ïîëó÷åíûé óìíîæåíèåì äàííîãî ðÿäà íà ÷èñëî λ, òàêæå

ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì åãî ñóììà ðàâíà λS.

2. Ñëîæåíèå ðÿäîâ. Åñëè ðÿäû
+∞∑
i=1

ai è
+∞∑
i=1

bi ñõîäÿòñÿ è èõ ñóììû ñî-

îòâåòñòâåííî ðàâíû S1 è S2, òî ðÿä
+∞∑
i=1

(ai± bi), ïðåäñòàâëÿþùèé ñóììó

(ðàçíîñòü) ýòèõ ðÿäîâ, òàêæå ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì ê ñóììå, ðàâíîé S1±S2.
Òî åñòü ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, êàê è êîíå÷íûå ñóììû, ìîæíî ïî÷ëåííî

ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëî.

3. Åñëè ðÿä
+∞∑
i=1

ai ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä, ïîëó÷åííûé èç íåãî

äîáàâëåíèåì èëè îòáðàñûâàíèåì ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà n ïåðâûõ ÷ëå-
íîâ ðÿäà. È íàîáîðîò, åñëè ê ðÿäó äîáàâèëè (èëè îòáðîñèëè) êîíå÷íîå
÷èñëî ïåðâûõ ÷ëåíîâ, è ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî è èñõîäíûé ðÿä
ñõîäèòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, íà ñõîäèìîñòü ðÿäà íå âëèÿåò äîáàâëåíèå
èëè îòáðàñûâàíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðâûõ ÷ëåíîâ.
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Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà).
Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä ñõîäèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî ïðè n →
+∞ îñòàòîê ðÿäà ñòðåìèëñÿ ê íóëþ, ò.å. lim

n→+∞
rn = 0.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà: åñëè ðÿä
+∞∑
i=1

ai ñõîäèò-

ñÿ, òî åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. lim
n→+∞

an = 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè óñëîâèå lim
n→+∞

an = 0 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ðÿä ðàñ-
õîäèòñÿ.

Ïðèìåð 4. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ:

+∞∑
n=1

2n

n+ 1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

2n

n+ 1
= 2 6= 0, çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, ÷òî äàííîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì
äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà
+∞∑
n=1

1

n
âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå

óñëîâèå ñõîäèìîñòè, îäíàêî ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ðåøåíèå. Óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè: lim
n→+∞

an =

lim
n→+∞

1

n
= 0 � âåðíî. Ïîêàæåì, ÷òî, òåì íå ìåíåå, ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòîò ðÿä ñõîäèëñÿ, òî ìû áû èìåëè

lim
n→+∞

(S2n − Sn) = lim
n→+∞

S2n − lim
n→+∞

Sn = S − S = 0.

Â òî æå âðåìÿ,

S2n − Sn =

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
+

1

n+ 1
+ ...+

1

2n

)
−
(

1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n

)
=

=
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

2n
>

1

2n
+

1

2n
+ ...+

1

2n︸ ︷︷ ︸
n

= n · 1

2n
=

1

2
,

òî åñòü S2n − Sn > 1
2 , íî òîãäà ðàâåíñòâî lim

n→+∞
(S2n − Sn) = 0 íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ñõîäèìîñòè ðÿäà áûëî íåâåðíûì, à çíà÷èò,

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ýòî åù¼
íå îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ. Íóæíû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ
è, â ÷àñòíîñòè, ïðè ýòîì èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûå ïðèçíàêè ñõîäè-
ìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì íåñêîëüêî ïîäðîáíåå.
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Ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Äëÿ òàêèõ ðÿäîâ ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä
+∞∑
i=1

ai ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíà-

ìè ai ñõîäèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà áûëà îãðàíè÷åíà.

Íàïðèìåð, âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
ðàâíà Sn =

1 − 1

n+ 1
. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} îãðàíè÷åíà, ò.ê.

1

2
≤ Sn < 1 ïðè ëþáîì

n ∈ N, òî ïî äàííîé òåîðåìå ýòî ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ïðèçíàêè) ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, âñå
÷ëåíû êîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíû.

1. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü äàíû äâà ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

÷ëåíàìè
+∞∑
i=1

ai è
+∞∑
i=1

bi, è äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî an ≤ bn. Òîãäà èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
i=1

bi (åãî â ýòîé ñèòóàöèè íàçû-

âàþò ìàæîðèðóþùèì) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑
i=1

ai (åãî íàçûâàþò

ìàæîðèðóåìûì), à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
i=1

ai ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü

ðÿäà
+∞∑
i=1

bi.

Ïðèìåð 6. Èñïîëüçóÿ ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, äîêàçàòü, ÷òî ðÿä
+∞∑
n=1

1

(n+ 1)n
ñõîäèòñÿ.

Ðåøåíèå. Ñðàâíèì ýòîò ðÿä ñî ñõîäÿùèìñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì
+∞∑
n=1

qn−1 ïðè q =
1

2
.

Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n èìååì îöåíêó

1

(n+ 1)n
≤ 1

2n
=

(
1

2

)n
,

òî èç ñõîäèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èññëåäóåìîãî ðÿäà.

Ïðèìåð 7. Äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑
n=1

1√
n
.

Ðåøåíèå. Ïðè âñåõ n ∈ N ïîëó÷àåì, ÷òî
1√
n
≥ 1

n
, à ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Çíà÷èò, è äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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2. Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Åñëè
+∞∑
i=1

ai è
+∞∑
i=1

bi � ðÿäû ñ ïî-

ëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ èõ
îáùèõ ÷ëåíîâ lim

n→+∞

an
bn

= k 6= 0, òî ýòè ðÿäû îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ
èëè ðàñõîäÿòñÿ.

Ïðèìåð 8. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑
n=1

2n2 + 5

n3
.

Ðåøåíèå. Ñðàâíèì äàííûé ðÿä, â êîòîðîì an =
2n2 + 5

n3
, ñ ãàðìîíè÷åñêèì

+∞∑
n=1

1

n
. Ñî-

ñòàâèì îòíîøåíèå èõ îáùèõ ÷ëåíîâ è ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó:

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

(2n2 + 5)n

n3
= 2 6= 0.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Íî ïîñêîëüêó ãàðìîíè÷å-

ñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî, çíà÷èò, è äàííûé ðÿä òîæå ðàñõîäèòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïîçâîëÿþùèå óñòà-
íîâèòü ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) äàííîãî ðÿäà, íå ñðàâíèâàÿ åãî ñ
äðóãèì ðÿäîì, î êîòîðîì èçâåñòíî, ñõîäèòñÿ îí èëè ðàñõîäèòñÿ.

3. Ïðèçíàê Äàëàìá�åðà.1 Ïóñòü äàí ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè
+∞∑
i=1

ai è ñóùåñòâóåò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)

D = lim
n→+∞

an+1

an
.

Òîãäà: 1) ïðè D < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ; 2) ïðè D > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ; 3) ïðè
D = 1 ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ (ïðèçíàê íå äà¼ò
îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ ïðèçíàêîâ).

Ïðèìåð 9. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑
n=1

1

n!
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà:

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→+∞

1

n+ 1
= 0 < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 10. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑
n=1

nn

n!
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà:

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

(n+ 1)n+1n!

nn(n+ 1)!
= lim

n→+∞

(
n+ 1

n

)n
= e > 1.

1Æàí Ä'Àëàìáåð (ôð. Jean Le Rond D'Alembert, 1717�1783) � ôðàíöóçñêèé ó÷¼íûé-
ýíöèêëîïåäèñò. Øèðîêî èçâåñòåí êàê ôèëîñîô, ìàòåìàòèê è ìåõàíèê. ×ëåí Ïàðèæñêîé àêàäåìèè
íàóê (1740), Ôðàíöóçñêîé Àêàäåìèè (1754), Ïåòåðáóðãñêîé (1764) è äðóãèõ àêàäåìèé.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

4. Ïðèçíàê Êîøè.1 Ïóñòü äàí ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè
+∞∑
i=1

ai.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)

C = lim
n→+∞

n
√
an,

òî: 1) ïðè C < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ; 2) ïðè C > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ; 3) ïðè
C = 1 ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ (âîïðîñ îñòà¼òñÿ
îòêðûòûì).

Ïðèìåð 11. Çíàÿ, ÷òî lim
n→+∞

n
√
n = 1, èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
n=1

n · 2−n.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ïðåäåë

C = lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞
n

√
n

(
1

2

)n
=

1

2
· lim
n→+∞

n
√
n =

1

2
< 1,

ïîýòîìó ðÿä ñõîäèòñÿ.

¾Êòî ñ äåòñêèõ ëåò çàíèìàåòñÿ ìàòåìàòèêîé, òîò ðàçâèâàåò âíèìàíèå,

òðåíèðóåò ñâîé ìîçã, ñâîþ âîëþ, âîñïèòûâàåò íà ñòîé÷èâîñòü è óïîðñòâî â

äîñòèæåíèè öåëè¿.

À. Ìàðêóøåâè÷ (1908�1979) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è

ïåäàãîã. Àâòîð ðàáîò ïî òåîðèè ôóíêöèé, ïåäàãîãèêå è

ìåòîäèêå ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè, èñòîðèè íàóêè.

Àâòîð ìíîãî÷èñëåííûõ íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ ðàáîò ïî

ìàòåìàòèêå.

Çíàêîìåðåìåííûå ðÿäû. Åñëè ñðåäè ÷ëåíîâ ðÿäà ïðèñóòñòâóþò
êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ
çíàêîïåðåìåííûì. Â ÷àñòíîñòè, ðÿä íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ,
åñëè ÷ëåíû ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè èìåþò îäèí çíàê (íàïðèìåð, ïîëî-
æèòåëüíû), à îñòàëüíûå ÷ëåíû èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê (îòðè-
öàòåëüíû). Ëþáîé çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
+∞∑
n=1

(−1)nan, ãäå
+∞∑
n=1

an � çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä.

1Îãþñòåí Ëóè Êîøè (ôð. Augustin Louis Cauchy; 1789�1857) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è
ìåõàíèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê, Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, Ïåòåðáóðãñêîé
àêàäåìèè íàóê è äðóãèõ àêàäåìèé. Ðàçðàáîòàë ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âí¼ñ îãðîì-
íûé âêëàä â àíàëèç, àëãåáðó, ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó è ìíîãèå äðóãèå îáëàñòè ìàòåìàòèêè; îäèí
èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Åãî èìÿ âíåñåíî â ñïèñîê âåëè÷àéøèõ ó÷¼íûõ
Ôðàíöèè, ïîìåù¼ííûé íà ïåðâîì ýòàæå Ýéôåëåâîé áàøíè.
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Ïðèçíàê Ëåéáíèöà.1 Åñëè ÷ëåíû çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà, áóäó÷è
âçÿòû ïî ìîäóëþ, ìîíîòîííî óáûâàÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî ýòîò ðÿä
ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Ëåéáíèöà. Îí çäåñü ïðèìåí�èì, òàê êàê, âî-ïåðâûõ,

ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ; âî-âòîðûõ,
∣∣∣ (−1)n+1

n

∣∣∣ = 1
n → 0 ïðè n→ +∞; â-òðåòüèõ,

ýòî ñòðåìëåíèå ê íóëþ ìîíîòîííîå. Ïîýòîìó, ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàí çíàêîïåðåìåííûé ðÿä
+∞∑
n=1

an. Òîãäà åñëè ñõî-

äèòñÿ ðÿä èç ìîäóëåé åãî ÷ëåíîâ
+∞∑
n=1
|an|, òî ñõîäèòñÿ è ñàì èñõîäíûé

ðÿä.

Çàìå÷àíèå. Åñëè äëÿ çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà
+∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ ðÿä èç

ìîäóëåé
+∞∑
n=1
|an|, òî çíàêîïåðåìåííûé ðÿä íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ. Åñëè æå ñàì ðÿä ñõîäèòñÿ, à ðÿä èç ìîäóëåé ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä
íàçûâàþò óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñóùåñòâóþò çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ íà àáñîëþòíóþ (óñëîâíóþ)
ñõîäèìîñòü, îäíàêî ýòî íå ïðåäóñìîòðåíî íàøåé ïðîãðàììîé.

7.2.2 Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

¾Êóðñ ìàòåìàòèêè � èçÿùåí, êðàñèâ è ëîãè÷åí, íî åãî íåîáõîäèìî ïîíèìàòü. Åñëè

ðåáåíîê óñïåâàåò ïî äðóãèì ïðåäìåòàì, íàïðèìåð, ó íåãî õîðîøî èäåò àíãëèéñêèé,

îí îáÿçàòåëüíî ñïðàâèòñÿ è ñ ìàòåìàòèêîé, âåäü àíãëèéñêèé óñòðîåí î÷åíü

ëîãè÷íî. Âàæíî òîëüêî äîñòóïíî îáúÿñíÿòü, íå îïóñêàòü ðóê, íå ñòàâèòü êëåéìî

¾÷èñòûé ãóìàíèòàðèé¿.

Ëåîíèä Êîñòþêîâ (ðîä. 1959) � ìàòåìàòèê, ïðîçàèê, ïîýò,

êðèòèê, ëèòåðàòóðíûé ðåäàêòîðå. Ðîäèëñÿ â àêò¼ðñêîé

ñåìüå. Îêîí÷èë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

ÌÃÓ è Ëèòåðàòóðíûé èíñòèòóò. Ïðåïîäàâàë â øêîëå

ëèòåðàòóðó è ìàòåìàòèêó.

Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n

1Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö (íåì. Gottfried Wilhelm von Leibniz, 1646�1716) � ñàêñîíñêèé
ôèëîñîô, ëîãèê, ìàòåìàòèê, ìåõàíèê, ôèçèê, þðèñò, èñòîðèê, äèïëîìàò, èçîáðåòàòåëü è ÿçûêîâåä.
Îñíîâàòåëü è ïåðâûé ïðåçèäåíò Áåðëèíñêîé Àêàäåìèè íàóê, èíîñòðàííûé ÷ëåí Ôðàíöóçñêîé
Àêàäåìèè íàóê.
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ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî íåêîòîðîìó çàêîíó ôóíêöèÿ fn(x), îïðåäå-
ë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X ⊂ R, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}. Ìíîæåñòâî X íàçûâà-
åòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0, åñëè
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x0)} ñõîäèòñÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê x0, â êîòîðûõ {fn(x)} ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü D � îáëàñòü ñõîäèìîñòè {fn(x)}. Â ëþáîé òî÷êå x ∈ D îáî-
çíà÷èì f(x) = lim

n→+∞
fn(x). Ýòà ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé

ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}.

Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
+∞∑
n=1

fn(x) � ýòî

ðÿä, êàæäûì ÷ëåíîì êîòîðîãî, â îòëè÷èå îò ÷èñëîâîãî ðÿäà, ÿâëÿåò-
ñÿ íå ÷èñëî, à ôóíêöèÿ fn(x). Ïðèâåä¼ì áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}, îïðåäå-
ë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X. Áåñêîíå÷íàÿ ñóììà âèäà

f1(x) + f2(x) + ...+ fn(x) + ... =
+∞∑
n=1

fn(x)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì. Ìíîæåñòâî X ïðè ýòîì íàçûâà-
åòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ðÿäà. Ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Sn =
+∞∑
i=1

fi(x) íàçûâàåòñÿ n-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
+∞∑
n=1

fn(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0, åñëè ÷èñëîâîé

ðÿä
+∞∑
n=1

fn(x0) ñõîäèòñÿ. Ìíîæåñòâî D òî÷åê x0, ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ, íà-

çûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
+∞∑
n=1

fn(x) ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå D, åñëè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü Sn åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå ìíî-
æåñòâà D.

¾Áûëî áû õîðîøî, åñëè áû ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ òðåáîâàëî ñàìî ãîñóäàðñòâî è

åñëè áû ëèö, çàíèìàþùèõ âûñøèå ãîñóäàðñòâåííûå äîëæíîñòè, ïðèó÷àëè

çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé è â íóæíûõ ñëó÷àÿõ ê íåé îáðàùàòüñÿ¿.

Ïëàòîí (428 äî í. ý. � 348 äî í. ý.) � äðåâíåãðå÷åñêèé

ôèëîñîô, ó÷åíèê Ñîêðàòà, ó÷èòåëü Àðèñòîòåëÿ.
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Ñòåïåíí�ûå ðÿäû. Åñëè ÷ëåíàìè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ÿâëÿþòñÿ
ñòåïåíí�ûå ôóíêöèè, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì

+∞∑
n=1

cnx
n = c0 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 + ...+ cnx

n + ...

Çäåñü ÷èñëà cn íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåííîãî ðÿäà.
Ñîâîêóïíîñòü òåõ çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèò-

ñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Çàìåòèì, ÷òî
ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x = 0. Ñóùåñòâóþò ñòåïåííûå ðÿ-
äû, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ òîëüêî ïðè x = 0. Ïðèìåðîì òàêîãî ðÿäà ìîæåò
ñëóæèòü ðÿä

+∞∑
n=1

n!xn,

ó êîòîðîãî ïðè x 6= 0 íàðóøåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.
Äëÿ êàæäîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî R ≥ 0, íàçûâàåìîå

ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
ïðè |x| < R ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè |x| > R � ðàñõîäèòñÿ. Â ñëó÷àå |x| = R

ñõîäèìîñòü ðÿäà èññëåäóåòñÿ îòäåëüíî. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ íà
âñ¼ì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñ÷èòàåòñÿ
ðàâíûì +∞.

Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû cn 6= 0 (ïî êðàéíåé ìåðå, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà). Òîãäà ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ .
Â ñëó÷àÿõ, êîãäà îòäåëüíûå êîýôôèöèåíòû ðÿäà ìîãóò îáðàùàòüñÿ

â íóëü, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð,
ïðèçíàêîâ Äàëàìáåðà èëè Êîøè.

Ïðèìåð 13. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòü ñòåïåííîãî ðÿäà
+∞∑
n=0

(3x)n
2
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà. Äàííûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ (àáñî-

ëþòíî), åñëè lim
n→+∞

∣∣∣∣fn+1

fn

∣∣∣∣ < 1. Ïîäñòàâëÿÿ fn(x) = (3x)n
2
, ïîëó÷èì

lim
n→+∞

∣∣∣∣fn+1

fn

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣∣(3x)(n+1)2

(3x)n2

∣∣∣∣∣ = lim
n→+∞

|3x|2n+1.

Ýòîò ïðåäåë ðàâåí 0 ïðè |3x| < 1 è îí ðàâåí∞ ïðè |3x| > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ

ïðè −1

3
< x <

1

3
è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > 1

3
.
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Îñòàëîñü âûÿñíèòü ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, ò.å. ïðè x = ±1

3
.

Ïðè x = −1

3
ðÿä ïðèíèìàåò âèä

+∞∑
n=0

(−1)n
2

= 1 − 1 + 1 − 1 + ... è, î÷åâèäíî, ðàñõîäèòñÿ.

Ïðè x =
1

3
èìååì ðÿä

+∞∑
n=0

1n
2

= 1 + 1 + 1 + 1 + ..., êîòîðûé òîæå ðàñõîäèòñÿ.

Â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè ëþáîé ñòåïåíí�îé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èí-
òåãðèðîâàòü è äèôôåðåíöèðîâàòü, ÷òî äà¼ò áîëüø�èå âîçìîæíîñòè â
ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ðÿäû Ìàêëîðåíà (Òåéëîðà) � ïðèìåðû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ñòå-
ïåííûå ðÿäû. Ñòåïåííûå ðÿäû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèé, ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ è ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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8 ËÅÊÖÈß: Âåêòîðíàÿ àëãåáðà. Ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå â ãóìàíèòàðíûõ äèñöèïëèíàõ

¾Ïîäîáíî òîìó êàê âñå èñêóññòâà òÿãîòåþò ê ìóçûêå,

âñå íàóêè ñòðåìÿòñÿ ê ìàòåìàòèêå¿.

Ä. Ñàíòàÿíà (1863�1952), àìåðèêàíñêèé ôèëîñîô è

ïèñàòåëü èñïàíñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ.

¾Ìû ñ íàñëàæäåíèåì ïîçíà¼ì ìàòåìàòèêó. . . Îíà âîñõèùàåò íàñ, êàê öâåòîê

ëîòîñà¿.

Àðèñòîòåëü

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

Ðàçäåë: Âåêòîðíàÿ àëãåáðà.

I. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà. Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå âåëè÷èíû. Ïîíÿ-
òèå âåêòîðà. Äëèíà âåêòîðà. Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû. Ëèíåéíûå îïåðà-
öèè íàä âåêòîðàìè (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî, ñëîæåíèå è âû÷è-
òàíèå âåêòîðîâ) è èõ ñâîéñòâà. Êîîðäèíàòû âåêòîðà. Ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðîâ è åãî ñâîéñòâà. Ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà è åãî
íîðìà. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû.

Ïîíÿòèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è
íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ðàçìåðíîñòü è áàçèñ âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà
ïî áàçèñó. Ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî ñâîéñòâà. [Ñìåøàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå.]

II. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â îáùåñòâåííûõ íàóêàõ.

III. Ïîäãîòîâêà ê çà÷åòíîé ðàáîòå: ðàçáîð ïðèìåðíûõ âàðè-
àíòîâ çàäàíèé.

Ëèòåðàòóðà:
I. [1]: Ðàçäåë 1 (Ýëåìåíòû ìàòðè÷íîãî àíàëèçà). Ãë. 3 (Ýëåìåíòû

ìàòðè÷íîãî àíàëèçà).
[2]: Ãë. 9 (Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâå), �2 (Ïîíÿòèå

âåêòîðà), �3 (Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè è èõ îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà), �5 (Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó), �6 (Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ), �7 (Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå).

[3]: Ãë. 4 (Âåêòîðíàÿ àëãåáðà), �1 (Ïîíÿòèå âåêòîðà è ëèíåéíûå îïå-
ðàöèè íàä âåêòîðàìè), �2 (Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ), �3
(Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ).
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8.1 Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå âåëè÷èíû. Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå è íå òîëü-
êî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì íåêîòîðî-
ãî ÷èñëà. Íàïðèìåð, îáú¼ì òåëà, åãî ìàññà, òåìïåðàòóðà, ïëîòíîñòü,
ïëîùàäü, âðåìÿ, âûñîòà è äð. Òàêèå âåëè÷èíû íàçûâàþò ñêàëÿðíûìè.
Íî åñòü è äðóãèå âåëè÷èíû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì íå òîëü-
êî ÷èñëà, íî è íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè òåëà
èìåþò çíà÷åíèå íå òîëüêî âåëè÷èíà ñêîðîñòè, ñ êîòîðîé äâèæåòñÿ òåëî,
íî è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Äðóãîé ïðèìåð � ñèëà (íàïðèìåð, âåòðà)
èçìåðÿåòñÿ íå òîëüêî âåëè÷èíîé, íî è íàïðàâëåíèåì âîçäåéñòâèÿ. Òà-
êèå âåëè÷èíû, èìåþùèå íàïðàâëåíèå, íàçâàëè âåêòîðíûìè. Äëÿ èõ
îïèñàíèÿ â ìàòåìàòèêå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå âåêòîðà.

8.1.1 Ïîíÿòèå âåêòîðà. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè.

Ïîíÿòèå âåêòîðà. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå äâå òî÷êè A è B è íà-
ïðàâëåííûé îòðåçîê AB (ò.å. îòðåçîê âìåñòå ñ çàäàííûì íà í¼ì íàïðàâ-
ëåíèåì). Òî÷êó A íàçûâàþò íà÷àëîì, à òî÷êó B � êîíöîì íàïðàâëåííî-
ãî îòðåçêà. Íàïðàâëåíèå âñåãäà ñ÷èòàåòñÿ îò íà÷àëà ê êîíöó. Íàçîâ¼ì
íàïðàâëåííûé îòðåçîê AB âåêòîðîì è áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì

−→
AB.

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà: ~a, ā, a .
Âåêòîð, ó êîòîðîãî íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò (A = B), íàçûâàþò

íóëåâûì âåêòîðîì è îáîçíà÷àþò ~0. Äëèíà îòðåçêà AB íàçûâàåòñÿ äëè-
íîé, èëè ìîäóëåì, âåêòîðà è îáîçíà÷àåòñÿ |

−→
AB|.

Äâà âåêòîðà ~a è ~b íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè èõ äëèíû è íàïðàâëå-
íèÿ ñîâïàäàþò. Îðòîì âåêòîðà

−→
AB íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûé (ïî äëèíå)

âåêòîð ñ íàïðàâëåíèåì
−→
AB: ~e =

−−→
AB

|
−−→
AB|

, à åãî êîîðäèíàòû � íàïðàâëÿþ-

ùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà
−→
AB (ñì. äàëåå î êîîðäèíàòàõ âåêòîðà).

Âåêòîðû ~a è ~b íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè îíè ëåæàò íà îä-
íîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Åñëè ïðè ýòîì îíè èìåþò
îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå, òî íàçûâàþòñÿ ñîíàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè
(~a � ~b), à åñëè ïðîòèâîïîëîæíîå � òî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè
âåêòîðàìè (~a �� ~b). Íóëåâîé âåêòîð ñ÷èòàåòñÿ ñîíàïðàâëåííûì ëþáîìó
âåêòîðó, à äëèíà åãî ðàâíà íóëþ.
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Óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð ~a áûë
êîëëèíåàðåí âåêòîðó ~b, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî
÷èñëî k ∈ R òàêîå, ÷òî ~a = k~b.

Òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè îíè ëå-
æàò â îäíîé ïëîñêîñòè èëè â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ. Åñëè ñðåäè
íèõ èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íóëåâîé, òî òàêèå âåêòîðû òàêæå ñ÷èòàþòñÿ
êîìïëàíàðíûìè.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè. Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà
~a íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ âåêòîð λ~a, èìåþùèé äëèíó
|λ||~a|, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ~a, åñëè
λ > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî åìó, åñëè λ < 0. Âåêòîð (−~a) íàçûâàåòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó ~a.

Ñóììîé äâóõ âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~c = ~a + ~b, íà÷àëî
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âåêòîðà ~a, à êîíåö � ñ êîíöîì âåêòîðà ~b
ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëî âåêòîðà ~b ñîâïàäàåò ñ êîíöîì âåêòîðà ~a (ñäå-
ëàéòå ðèñóíîê). Ýòî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ íàçûâàþò ïðà-
âèëîì òðåóãîëüíèêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîð ~c â ýòîì ñëó÷àå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
~a è ~b (ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà). Îáîáùåíèåì ýòîãî ïðàâèëà íà ñëó-
÷àé òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæèò ïðàâèëî ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïóñòü
âåêòîðû ~a,~b,~c íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñ-
êîñòÿõ. Ñîâìåñòèì íà÷àëà ýòèõ âåêòîðîâ â îäíîé òî÷êå. Òîãäà âåêòîð
~d = ~a +~b + ~c ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà
âåêòîðàõ ~a,~b,~c.

Ðàçíîñòüþ äâóõ âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~c = ~a + (−~b),
ðàâíûé ñóììå âåêòîðà ~a è âåêòîðà, ïðîòèâîïîëîæíîãî âåêòîðó ~b. Åñëè
ñîâìåñòèòü íà÷àëà âåêòîðîâ ~a è ~b â îäíîé òî÷êå, òî âåêòîð ðàçíîñòè
~a − ~b èìååò íà÷àëî â êîíöå âåêòîðà ~b, à êîíåö � â êîíöå âåêòîðà ~a
(ñäåëàéòå ðèñóíîê). Èòàê, â ïàðàëëåëîãðàììå, ïîñòðîåííîì íà âåêòîðàõ
~a è ~b, îäíà äèàãîíàëü ïðåäñòàâëÿåò ñóììó âåêòîðîâ ~a+~b, à äðóãàÿ � èõ
ðàçíîñòü ~a−~b.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâàì.

1. Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ: ~a+~b = ~b+ ~a.

2. Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ: (~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c).
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3. Àññîöèàòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ:
λ(µ~a) = (λµ)~a.

4. Äèñòðèáóòèâíîñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ íà ÷èñëî: λ(~a+~b) = λ~a+ λ~b, (λ+ µ)~a = λ~a+ µ~a.

5. Ñóùåñòâóåò íóëåâîé âåêòîð ~0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~a
âåðíî ~a+~0 = ~a (îñîáàÿ ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà).

6. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~a ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð
(−~a) òàêîé, ÷òî ~a+ (−~a) = ~0.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåê-
òîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèâåä¼ííûì
âûøå ñâîéñòâàì, áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

8.1.2 Êîîðäèíàòû âåêòîðà

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò.
Ïåðåíåñ¼ì âåêòîð ~a ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå òàê, ÷òîáû åãî íà÷àëî
ñîâïàëî ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Òîãäà êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~a íàçî-
â¼ì êîîðäèíàòû åãî êîíöà. Òîò ôàêò, ÷òî âåêòîð ~a íà ïëîñêîñòè â
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy èìååò êîîðäèíàòû x1 è y1, áóäåì çàïèñûâàòü
òàê: ~a = {x1; y1}, èëè ïðîñòî ~a{x1; y1}. Êîîðäèíàòû âåêòîðà

−→
AB, ãäå

A(x1, y1), B(x2, y2), íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

−→
AB = {x2 − x1, y2 − y1}.

Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòû âåêòîðà
−→
AB, ãäå A(x1, y1, z1),

B(x2, y2, z2), èìåþò âèä

−→
AB = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1}.

Ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà ~a íà ÷èñëî λ âñå åãî êîîðäèíàòû óìíîæà-
þòñÿ íà ýòî ÷èñëî: λ~a = {λx1;λy1} (íà ïëîñêîñòè), λ~a = {λx1;λy1;λz1}
(â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Ïðè ñëîæåíèè (âû÷èòàíèè) äâóõ âåêòî-
ðîâ ~a = {x1; y1} è ~b = {x2; y2} ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
ñêëàäûâàþòñÿ (âû÷èòàþòñÿ):

~a+~b = {x1 + x2; y1 + y2}, ~a−~b = {x1 − x2; y1 − y2}.

Àíàëîãè÷íî â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Äëèíà âåêòîðà ~a = {x1; y1} íà ïëîñêîñòè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

|~a| =
√
x2

1 + y2
1,

à äëèíà âåêòîðà ~a = {x1; y1; z1} â ïðîñòðàíñòâå � ïî ôîðìóëå

|~a| =
√
x2

1 + y2
1 + z2

1.

Åñëè âåêòîðû ~a = {x1; y1; z1} è ~b = {x2; y2; z2} êîëëèíåàðíû, òî èõ
êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû:

x1

x2
=
y1

y2
=
z1

z2
.

Ïðèìåð 1. Êîëëèíåàðíû ëè âåêòîðû ~a{1; 0; 3} è ~b{−2; 0;−6}?

Ðåøåíèå. Äà, òàê êàê ~b = −2 · ~a. Èíà÷å: êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïðîïîðöèîíàëüíû

1

−2
=

0

0
=

3

−6
− âåðíî.

Ïðèìåð 2. Ëåæàò ëè íà îäíîé ïðÿìîé òî÷êè A(19, 13, 15), B(4, 8, 5) è C(10, 10, 9)?

Ðåøåíèå. Òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû
−−→
AB è

−−→
BC êîëëèíåàðíû. Íàéä¼ì èõ êîîðäèíàòû:

−−→
AB = {−15;−5;−10},

−−→
BC = {6; 2; 4}. Òîãäà

−15

6
=
−5

2
=
−10

4
� âåðíî. Çíà÷èò, òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïðèìåð 3. Äàíû âåêòîðû ~a = {2;−1;−2} è ~b = {8;−4; 0}. Íàéòè âåêòîðû 2~a, ~b − ~a,
~b+ ~a è äëèíó âåêòîðà ~a.

Ðåøåíèå. Âåêòîð 2~a = {4;−2;−4}, ðàçíîñòü ~b − ~a = {6;−3; 2}, ñóììà ~b + ~a =

{10;−5;−2}, äëèíà |~a| =
√

22 + (−1)2 + (−2)2 = 3.

8.1.3 Âåêòîðíûå ôóíêöèè

Äî ýòîãî ìû èçó÷àëè ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, çíà÷åíèåì êîòîðûõ â çàäàí-
íîé òî÷êå ñëóæèëî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ââåä¼ì ïîíÿòèå âåêòîðíîé
ôóíêöèè. Ïóñòü íåêîòîðàÿ êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïàðàìåòðè-
÷åñêè óðàâíåíèÿìè 

x = x(t),

y = y(t),

z = z(t), ãäå t ∈ T.
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Êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t, ïðèíàäëåæàùåìó îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ T ôóíêöèé x(t), y(t), z(t), ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåë¼ííàÿ òî÷êà
M(x, y, z). Íî êàæäîé òî÷êå M ñîîòâåòñòâóåò å¼ ðàäèóñ-âåêòîð ~r =
−−→
OM , íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à êîíåö � ñ òî÷-
êîé M . Ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà íà êîîðîäèíàòíûå îñè ñîâïàäàþò ñ
êîîðäèíàòàìè òî÷êèM . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà
t îòâå÷àåò îïðåäåë¼ííûé âåêòîð

~r = x(t)~i+ y(t)~j + z(t)~k.

Ýòîò âåêòîð ~r ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíîé ôóíêöèåé ñêàëÿðíîãî àð-
ãóìåíòà t. Ñóùåñòâóþò âåêòîðíûå ôóíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà è
ïðî÷.

Íàïðèìåð, åñëè íåêîòîðûé îáúåêò äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, è åãî êîîðäèíàòû

(x(t), y(t), z(t)) çàâèñÿò îò âðåìåíè t, òî ïîëîæåíèå ýòîãî òåëà â ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ

âåêòîðíîé ôóíêöèåé ~r.

8.1.4 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Ïîíÿòèå åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà.

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî âèäîâ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ: ñêàëÿðíîå, âåê-
òîðíîå, ñìåøàííîå.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (~a,~b) (äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ: ~a · ~b, 〈~a,~b〉)
äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ
äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó íèìè:

(~a,~b) = |~a||~b| cosϕ, ãäå 0 ≤ ϕ ≤ π.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ ~a è~b íóëåâîé, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî íóëþ.1 Ïðè ϕ = 0 âåêòîðû ñîíàïðàâëåíû, ïðè
ϕ = π � ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b, åñëè èçâåñòíû äëèíû ýòèõ

âåêòîðîâ |~a| = 2, |~b| = 5, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí
π

6
.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì:

(~a,~b) = |~a||~b| cosϕ = 2 · 5 · cos
π

6
= 5
√

3.

1Ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðîäèëîñü â ìåõàíèêå. Åñëè âåêòîð ~a èçîáðàæàåò ñèëó, òî÷-
êà ïðèëîæåíèÿ êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ èç íà÷àëà â êîíåö âåêòîðà ~b, òî ðàáîòà, ïðîèçâîäèìàÿ
óêàçàííîé ñèëîé, áóäåò ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (~a,~b).
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Êîììóòàòèâíîñòü: (~a,~b) = (~b,~a).

2. Äèñòðèáóòèâíîñòü: (~a,~b+ ~c) = (~a,~b) + (~a,~c).

3. Âûíîñ ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ çà çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
(α~a,~b) = α(~a,~b) äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî α.

4. (~a,~a) > 0, åñëè ~a � íåíóëåâîé âåêòîð, (~a,~a) = 0, åñëè ~a � íóëåâîé
âåêòîð.

Ñâîéñòâà 2 è 3 îçíà÷àþò ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Âåêòîðíîå (ëèíåéíîå) ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàíî ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå óêàçàííûì ñâîéñòâàì, íàçû-
âàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a è ~b, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå ýòèõ âåêòîðîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

(~a,~b) = x1x2 + y1y2

(íà ïëîñêîñòè äëÿ âåêòîðîâ ~a = {x1; y1}, ~b = {x2; y2}),

(~a,~b) = x1x2 + y1y2 + z1z2

(â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ âåêòîðîâ ~a = {x1; y1; z1}, ~b =
{x2; y2; z2}). Îáîáùàÿ, â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ~a = {x1, x2, ..., xn} è ~b = {y1, y2, ..., yn} íà-
õîäèòñÿ êàê

(~a,~b) = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~a = {x1; y1; z1} ñàìîãî íà ñåáÿ, ò.å.
(~a,~a), íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì âåêòîðà ~a è íàõîäèòñÿ ïî ïðà-
âèëó

(~a,~a) = |~a||~a| cos 0 = |~a|2 = x2
1 + y2

1 + z2
1

(ò.å. ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà ðàâåí êâàäðàòó åãî äëèíû).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå, òî äëèíó (íîðìó) âåêòîðà âñåãäà ìîæíî çàäàòü êàê

|~a| =
√

(~a,~a) =
√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n.

Äëèíà âåêòîðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
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1. |~a| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~a = ~0;

2. |λ~a| = |λ||~a|;
3. |(~a,~b)| ≤ |~a||~b| (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî);
4. |~a+~b| ≤ |~a|+ |~b| (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë ìåæäó

âåêòîðàìè ~a è ~b îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

cosϕ =
(~a,~b)

|~a||~b|
.

Â ÷àñòíîñòè, â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ âåêòîðîâ ~a = {x1; y1; z1}
è ~b = {x2; y2; z2} ïîëó÷àåì

cosϕ =
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x2
1 + y2

1 + z2
1 ·
√
x2

2 + y2
2 + z2

2

.

Íà ïëîñêîñòè àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä

cosϕ =
x1x2 + y1y2√

x2
1 + y2

1 ·
√
x2

2 + y2
2

.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ïîëîæèòåëåí, òî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óãîë îñòðûé, åñëè êîñèíóñ îòðèöàòåëåí � óãîë òóïîé,
à åñëè êîñèíóñ ðàâåí íóëþ, òî óãîë ïðÿìîé.

Ïðèìåð 2. Äàíû âåêòîðû ~a = {2;−1;−2} è ~b = {8;−4; 0}. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòî-
ðàìè ~a è ~b. Îñòðûé îí èëè òóïîé?

Ðåøåíèå. Êîñèíóñ óãëà ðàâåí

cosϕ =
(~a,~b)

|~a||~b|
=

2 · 8 + (−1) · (−4) + (−2) · 0√
22 + (−1)2 + (−2)2 ·

√
82 + (−4)2 + 02

=
20

3
√

80
=

√
5

3
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè îñòðûé è ðàâåí arccos
√

5
3 .

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (ïåðïåíäèêóëÿðíûìè),
åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîé
âåêòîð îðòîãîíàëåí ëþáîìó äðóãîìó âåêòîðó. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè äâóõ âåêòîðîâ ~a è ~b ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
íóëþ èõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: (~a− 2~b)(3~a+~b), åñëè èçâåñòíî, ÷òî âåêòîðû ~a è ~b
îðòîãîíàëüíû è |~a| = 1, |~b| = 2.
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Ðåøåíèå. Ðàñêðîåì ñêîáêè è ó÷ò¼ì, ÷òî ~a~b = 0:

(~a− 2~b)(3~a+~b) = 3~a2 − 6~a~b+ ~a~b− 2~b2 = 3|~a|2 − 2|~b|2 = −5.

8.1.5 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ðàçëî-
æåíèå ïî áàçèñó.

Ïîíÿòèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ. Ëèíåéíàÿ çàâèñè-
ìîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ ~a1,~a2, ...,~an íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ðàâíûé ñóììå

λ1~a1 + λ2~a2 + ...+ λn~an,

ãäå λi, i = 1, n, � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (êîýôôèöèåíòû).
Âåêòîðû ~a1,~a2, ...,~an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùå-

ñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ1, λ2, ..., λn, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ñ óêàçàííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ðàâíà íóëþ:

λ1~a1 + λ2~a2 + ...+ λn~an = ~0. (1)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû ~a1,~a2, ...,~an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûìè. Äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåò-
ñÿ ëèøü ïðè λ1 = λ2 = ... = λn = 0.

Åñëè âåêòîðû ~a1,~a2, ...,~an ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí èç íèõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå. Âåðíî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå: åñëè îäèí èç âåêòîðîâ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëü-
íûå, òî âñå ýòè âåêòîðû â ñîâîêóïíîñòè ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ëþáûå äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü â êà÷åñòâå ïðèìåðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Íî óæå ëþáûå
òðè âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè (îäèí èç íèõ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ äðóãèõ).

Ðàçì�åðíîñòü è á�àçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàçëîæåíèå
ïî áàçèñó. Ïîíÿòèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ëåæèò â îñíîâå
îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè è áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. À èìåííî,
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì, åñëè â í¼ì ñóùåñòâó-
þò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, à ëþáûå èç (n+ 1) âåêòîðîâ óæå
ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ n-ìåðíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñèìâîë Rn.
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Èíûìè ñëîâàìè, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. ×èñëî n íàçû-
âàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà è îáîçíà÷àåòñÿ dimRn (îò ñëîâà
dimension � ðàçìåðíîñòü).

Ñîâîêóïíîñòü ëþáûõ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ á�àçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó).
Êàæäûé âåêòîð ~a âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü, è
ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ
~e1, ~e2, ..., ~en áàçèñà, ò.å.

~a = x1~e1 + x2~e2 + ...+ xn~en, (2)

ãäå x1, x2, ..., xn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~a îòíîñèòåëüíî áà-
çèñà ~e1, ~e2, ..., ~en, à ñàìî ïðåäñòàâëåíèå (2) � ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ~a ïî
ýòîìó áàçèñó.

Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû ~e1, ~e2, ..., ~en îáðàçóþò â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, åñëè ýòè âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãî-
íàëüíû, è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, åñëè ýòè âåêòîðû ïîïàðíî îðòî-
ãîíàëüíû è íîðìà (äëèíà) êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 1, ò.å. åñëè (~ei, ~ej) = 0
ïðè i 6= j è |~ei| = 1 ïðè i = 1, n.

Òåîðåìà 2. Âî âñÿêîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùå-
ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxyz ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà òð¼õ åäè-
íè÷íûõ âåêòîðîâ (îðòîâ)~i,~j,~k, ãäå âåêòîð~i = {1; 0; 0} åñòü åäèíè÷íûé
âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè Ox, ~j = {0; 1; 0} � åäèíè÷íûé âåêòîð
âäîëü îñè Oy, ~k = {0; 0; 1} � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè Oz. Ëþáîé
âåêòîð ~a{x1, y1, z1} â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ðàçëîæèòü ïî ýòîìó áàçèñó

~a = x1 ·~i+ y1 ·~j + z1 · ~k.

Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû x1, y1, z1 âåêòîðà ~a ðàâíû ïðîåêöèÿì ýòîãî
âåêòîðà íà îñè Ox, Oy è Oz ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1. Ðàñêðûâ ñêîáêè â âûðàæåíèè, âû÷èñëèòü åãî: (2~i−~j)·~j+(~j−2~k)·~k+(~i−2~k)2.
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Ðåøåíèå: −~j2 − 2~k2 +~i2 + 4~k2 = −1− 2 + 1 + 4 = 2, òàê êàê ~i ·~j =~i · ~k = ~j · ~k = 0.

Ïðèìåð 2. Âäîëü ñòîðîí OA è OB ïðÿìîóãîëüíèêà OACB îòëîæåíû åäèíè÷íûå

âåêòîðû ~i è ~j. Âûðàçèòü ÷åðåç ~i è ~j âåêòîðû
−→
OA,

−→
AC,

−−→
CB,

−−→
BO,

−−→
OC,

−−→
BA, åñëè äëèíû

|OA| = 3, |OB| = 4. Ñäåëàéòå ðèñóíîê.

Ðåøåíèå.
−→
OA = 3~i,

−→
AC = 4~j,

−−→
CB = −3~i,

−−→
BO = −4~j,

−−→
OC = 3~i + 4~j,

−−→
BA =

−→
OA −

−−→
OB =

3~i− 4~j.

Ïðèìåð 3. Â ïðÿìîóãîëüíèêå OACB (ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó) òî÷êè M è N � ñåðå-

äèíû ñòîðîí BC = 3 è AC = 4. Ðàçëîæèòü ãåîìåòðè÷åñêè è àíàëèòè÷åñêè âåêòîð
−−→
OC = ~c

ïî âåêòîðàì
−−→
OM = ~a è

−−→
ON = ~b. Ñäåëàéòå ðèñóíîê.

Ðåøåíèå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ~c = 3~i+ 4~j. C äðóãîé ñòîðîíû, ~c = α~a+β~b = α(1, 5~i+ 4~j) +
β(3~i + 2~j) = (1, 5α + 3β)~i + (4α + 2β)~j. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ, ïðèðàâíÿåì
êîýôôèöèåíòû ïðè ~i è ~j:{

3 = 1, 5α+ 3β,

4 = 4α+ 2β,
⇔

{
α = 2

3 ,

β = 2
3 .

Îòâåò: ~c =
2

3
(~a+~b).

Ïðèìåð 4. Íàéòè óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-
òîðàõ ~a = 2~i+~j è ~b = −2~j + ~k.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ, ~a = {2; 1; 0}, ~b = {0;−2; 1}. Îäíà äèàãîíàëü ðàâíà ~a + ~b =
{2;−1; 1}, äðóãàÿ äèàãîíàëü ðàâíà ~a−~b = {2, 3,−1}, ïîýòîìó

cosϕ =
(~a+~b)(~a−~b)
|~a+~b||~a−~b|

= 0.

Ïðèìåð 5. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû ~a = −~i+3~j+2~k, ~b = 2~i−3~j−4~k, ~c = −3~i+12~j+6~k
êîìïëàíàðíû, ðàçëîæèâ âåêòîð ~c ïî âåêòîðàì ~a è ~b.

Ðåøåíèå. Ïóñòü c = αa+ βb, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
−3 = −α+ 2β,

12 = 3α− 3β,

6 = 2α− 4β,

⇔

{
α = 5,

β = 1.

Îòâåò: ~c = 5~a+~b.

Ïîíÿòèå íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ âåêòîðà. Ïóñòü âåêòîð
~a{x1, y1, z1} â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçóåò óãëû α, β, γ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox,Oy,Oz. Òîãäà êîñèíóñû ýòèõ óã-
ëîâ cosα =

x1

|~a|
, cos β =

y1

|~a|
, cos γ =

z1

|~a|
íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè

êîñèíóñàìè ýòîãî âåêòîðà. Äëÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî: cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.
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Ïðèìåð. Ðàíåå ìû ââåëè ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ôóíêöèè z = f(x, y) â íà-
ïðàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî (çàäàííîãî) åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~e = {cosα, cosβ}:

∂u

∂~e
(M0) =

∂u

∂x
(M0) cosα+

∂u

∂y
(M0) cosβ.

Çäåñü cosα, cosβ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà ~e, çàäàþùåãî íàïðàâëåíèå äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ.

8.1.6 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè èëè â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ. Òðîéêà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ
óïîðÿäî÷åííîé, åñëè óêàçàíî, êàêîé èç íèõ ñ÷èòàåòñÿ ïåðâûì, êàêîé
âòîðûì è êàêîé � òðåòüèì.

Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðà-
âîé, åñëè ïîñëå ïðèâåäåíèÿ èõ ê îáùåìó íà÷àëó èç êîíöà òðåòüåãî âåê-
òîðà êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ïåðâîãî êî âòîðîìó âèäåí ñîâåðøàþùèìñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðîéêà âåêòîðîâ íàçûâà-
åòñÿ ëåâîé.

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ~a íà âåêòîð ~b íàçûâàåòñÿ âåêòî-
ðà ~a×~b, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ óñëîâèÿìè:

1) äëèíà âåêòîðà ~a×~b ðàâíà |~a||~b| sinϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
~a è ~b;

2) âåêòîð ~a×~b ïåðïåíäèêóëÿðåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ ~a è ~b;
3) âåêòîðû ~a, ~b, ~a×~b îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ ~a è ~b íóëåâîé, èëè æå óãîë ìåæäó
íèìè ðàâåí íóëþ, òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1. ~a×~b = ~0, åñëè ~a è ~b � êîëëèíåàðíûå âåêòîðû; ~a× ~a = ~0.

2. Äëèíà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ~a è ~b
ðàâíà ïëîùàäè S ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ:

Sïàðàë. =
∣∣∣~a×~b∣∣∣ , Sòðåóã. = 1

2

∣∣∣~a×~b∣∣∣ .
3. ~a×~b = −~b× ~a (ñâîéñòâî àíòèïåðåñòàíîâî÷íîñòè ñîìíîæèòåëåé).

4. (λ~a) × ~b = λ(~a × ~b) (àññîöèàòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî
ìíîæèòåëÿ).
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5. (~a+~b)×~c = ~a×~c+~b×~c (äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñóììû
âåêòîðîâ).

6. Åñëè äàíû äâà âåêòîðà ~a{x1, y1, z1}, ~b{x2, y2, z2}, òî èõ âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèìåð. Íàéòè âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ~a×~b, åñëè 1) ~a =~i, ~b = ~j; 2) ~a = ~j, ~b =~i.

Ðåøåíèå. 1) ~i×~j = ~k; 2) ~j ×~i = −~k.

Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîéòè äàëüøå è îïðåäåëèòü âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö è ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð.

8.1.7 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

Ñì�åøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òð¼õ âåêòîðîâ ~a,~b,~c íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâ-
íîå

~a · (~b× ~c).

Îáðàòèìñÿ ê îñíîâíûì ñâîéñòâàì ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1. (~a×~b) ·~c = −(~a×~c) ·~b = −(~c×~b) ·~a, ò.å. ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ
äâóõ ñîìíîæèòåëåé ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåò çíàê.

2. Åñëè äâà èç òð¼õ äàííûõ âåêòîðîâ ~a,~b,~c ïàðàëëåëüíû èëè ðàâíû,
òî èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

3. Çíàêè îïåðàöèé ¾·¿ è ¾×¿ ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè:

(~a×~b) · ~c = ~a · (~b× ~c).

Ïîýòîìó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå: ~a~b~c, ò.å.
áåç çíàêîâ äåéñòâèé è áåç ñêîáîê.

4. Ïðè êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé ñìåøàííîå ïðîèçâåäå-
íèå íå ìåíÿåòñÿ:

~a~b~c = ~b~c~a = ~c~a~b.
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5. Åñëè ~a{x1, y1, z1}, ~b{x2, y2, z2}, ~c{x3, y3, z3}, òî

(~a×~b) · ~c =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ .
6. Óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè òð¼õ âåêòîðîâ ~a,~b,~c:

~a~b~c = 0.

Ïðè ýòîì ìåæäó ~a,~b,~c ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü: ~c = α~a+ β~b.

7. Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a,~b,~c:

Vïàðàëëåë. = ±~a~b~c

(¾+¿ � ïðè ïðàâîé òðîéêå, ¾−¿ � ïðè ëåâîé òðîéêå).

8. Îáú¼ì ïèðàìèäû (òåòðàýäðà), ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ ~a,~b,~c:

Vïèðàì. = ±1

6
~a~b~c.

Ïðèìåð 1. Ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êè A(2,−1,−2), B(1, 2, 1), C(2, 3, 0) è D(5, 0,−6) ëåæàò
â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ðåøåíèå. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîðû
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD êîìïëàíàðíû (è òîãäà

îäèí èç íèõ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî äâóì äðóãèì). Èìååì:
−−→
AB = {−1; 3; 3},

−→
AC = {0; 4; 2},

−−→
AD = {3; 1;−4}. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ êîìïëàíàðíîñòè:

~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣
−1 3 3
0 4 2
3 1 −4

∣∣∣∣∣∣ = 0 − âåðíî.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü îáú¼ì ïèðàìèäû ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ O(0, 0, 0), A(5, 2, 0),
B(2, 5, 0) è C(1, 2, 4).

Ðåøåíèå. Èìååì:

Vïèðàì. = ±1

6
~a~b~c = ±1

6

−→
OA
−−→
OB
−−→
OC.

Ïîñêîëüêó ~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣
5 2 0
2 5 0
1 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 84, òî Vïèðàì. =
1

6
· 84 = 14 (êóá.åä.)

Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïàðàãðàôà, ÷òî èçëîæåííûé â í¼ì
ìàòåðèàë îòíîñèòñÿ ê âåêòîðíîé àëãåáðå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âåê-
òîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ1.

1Âåêòîðíîå èñ÷èñëåíèå � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä
âåêòîðàìè.
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8.2 Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ãóìàíèòàðíûõ äèñöè-
ïëèíàõ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü � ýòî óïðîù¼ííûé âàðèàíò äåéñòâèòåëüíî-
ñòè, èñïîëüçóåìûé äëÿ èçó÷åíèÿ å¼ êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ. ×àðëüç Ëåéâ è
Äæåéìñ Ìàð÷ (ïîñëåäíèé � ïî÷¼òíûé ïðîôåññîð Ñòýíôîðäñêîãî Óíè-
âåðñèòåòà) äàþò òàêîå îïðåäåëåíèå ìîäåëè: ¾Ìîäåëü � ýòî óïðîù¼ííàÿ
êàðòèíà ðåàëüíîãî ìèðà. Îíà îáëàäàåò íåêîòîðûìè, íî íå âñåìè ñâîé-
ñòâàìè ðåàëüíîãî ìèðà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî âçàèìîñâÿ-
çàííûõ ïðåäïîëîæåíèé î ìèðå. Êàê è ëþáàÿ êàðòèíà, ìîäåëü ïðîùå
òåõ ÿâëåíèé, êîòîðûå îíà ïî çàìûñëó îòîáðàæàåò èëè îáúÿñíÿåò¿.

Äëÿ ïåðâè÷íîãî çíàêîìñòâà ñ íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè ìîäåëÿìè â îáëàñòè ãóìàíèòàðíûõ äèñöèïëèí è ñóùåñòâóþùè-
ìè ïîäõîäàìè ê èõ ðàçðàáîòêå ðåêîìåíäóåì îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, ñ
êíèãàìè èç ïðèâåä¼ííîãî äîïîëíèòåëüíîãî ñïèñêà ëèòåðàòóðû è äðó-
ãèìè ñîâðåìåííûìè èçäàíèÿìè ïî ýòîé òåìå.

Ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ êàê ïåðñïåêòèâíîìó íàïðàâëåíèþ
ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé, â òîì ÷èñëå ïî ñîöèàëü-
íûì íàóêàì, ïðîâîäèìûõ åæåãîäíî â ðàçíûõ ñòðàíàõ ìèðà.1

1Ñì., íàïðèìåð, ñàéò Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ â
ïðèêëàäíûõ íàóêàõ, ICMMAS'17: http://icmmas.alpha-publishing.net/index.php?page=home.
Êîíôåðåíöèÿ ICMMAS'17 íàïðàâëåíà íà ïðèâëå÷åíèå ýêñïåðòîâ, èññëåäîâàòåëåé è àñïèðàíòîâ,
èçó÷àþùèõ ìàòåìàòè÷åñêîå è âû÷èñëèòåëüíîå ìîäåëèðîâàíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè, òåõ-
íèêè è èíæåíåðèè, à èìåííî � òåîðåòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû â îáëàñòè ìàòåìàòèêè,
èíôîðìàòèêè, ôèçèêè, õèìèè, ìåõàíèêè, áèîëîãèè, ýêîíîìèêè, ïîëèòîëîãèè è äðóãèõ ìèðîâûõ
íàóê.
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Ìû ðàññìîòðåëè â äàííîì êóðñå ýëåìåíòû îñíîâíûõ ðàçäåëîâ âûñøåé
ìàòåìàòèêè (êîíå÷íî, ëèøü íåêîòîðûõ èç íèõ), ÷òîáû âû ìîãëè ñî-
ñòàâèòü ñîáñòâåííîå âïå÷àòëåíèå îá ýòîé ñëîæíîé, íî óâëåêàòåëüíîé
îáëàñòè çíàíèé.

Ïðè æåëàíèè íåêîòîðûå èç âàñ ñìîãóò ïðîäîëæèòü ñâîå îáðàçîâàíèå
â ýòîì íàïðàâëåíèè è ðàáîòàòü íà ñòûêå ìåæäóíàðîäíîé ïîëèòîëîãèè
è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçðàáîòêå ñîâåðøåí-
íî íîâûõ è èíòåðåñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ìèðîâîé ïîëèòèêå
è, â êîíå÷íîì èòîãå, ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü è êðåàòèâíîñòü âàøåé
áóäóùåé ðàáîòû.

¾Ìíîãèì ñåðü¼çíûì ñïåöèàëèñòàì óæå ñåé÷àñ ÿñíî, ÷òî äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå ãóìàíèòàðíûõ íàóê áåç ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ è òî÷íûõ êîëè÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, øèðîêîãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ ïðîñòî íåâîçìîæ-
íî¿ (Å.Â. Ø�èêèí, ä.ô.-ì.í., çàñëóæåííûé ïðîôåññîð ÌÃÓ èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà, Ëàóðåàò Ïðåìèè Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé ôåäåðàöèè â îá-
ëàñòè îáðàçîâàíèÿ).

×èòàéòå èíòåðíåò-èíòåðâüþ Åâãåíèÿ Âèêòîðîâè÷à Øèêèíà ¾Åñòå-
ñòâåííîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé â ãóìàíèòàðíîì îáðàçîâà-
íèè¿ íà https://www.nkj.ru/interview/18072

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîçäàíèå íîâûõ, îòâå÷àþùèõ ñîâðåìåííûì ðå-
àëèÿì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåæäóíàðîäíûõ îòíîøåíèé îñòàåòñÿ
÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíûì è òðåáóåò ðàçðàáîòêè íîâûõ ïîäõîäîâ, ó÷è-
òûâàþùèõ êàê íàêîïëåííûé îïûò ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé1, òàê è
íîâåéøèå òåíäåíöèè. Ïîäõîäîâ, áàçèðóþùèõñÿ íà ñòðåìëåíèè âñòóïà-
þùèõ â æèçíü ïîêîëåíèé ìîëîäûõ ó÷åíûõ-ïîëèòîëîãîâ îòðàçèòü ñîâðå-
ìåííûé âçãëÿä íà äèíàìèêó ìåæäóíàðîäíûõ îòíîøåíèé ïîñëåäíèõ ëåò
è ñîçäàòü íîâîå çíàíèå â ýòîé áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ è ñëîæíîé îáëàñòè.

Å.Â. Õîðîøèëîâà, ê.ô.-ì.í., äîöåíò ôàêóëüòåòà Âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

2017 ã.

1Ñì., íàïðèìåð, Ìàíãåéì Äæ. Á., Ðè÷ Ð.Ê. Ïîëèòîëîãèÿ: Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. � Ì.: Èçäà-
òåëüñòâî �Âåñü Ìèð�, 1997. � 544 ñ.
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